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BEVEZETES

Ez az elektronikus kdnyv az elektromagneses teggik éehetséges targyaldsat ismerteti. Ez
a targyalasmod lenyegében Maxwell klasszikus egyeim alapul, €s azokat kifejtve veszi
sorra a jelenségeket. Ennek megfidal alapvaten fenomenologikus, tehat nem érinti a
mikrofizikai hatteret, beleértve a kvantumfizikaegiontolasokat is.

Az elektromégneses terek targyaldsa a szokésdsragklitikai apparatust hasznalja és
nem érinti a relativitaselmeélet kalkulusat.

Osszefoglalva: a konyv az elektromagneses temean a mélységben és olyan médon
targyalja, ahogyan ez a tseaki fel$oktatas magasabb évfolyamain szokasos. Ennek
megfeleben feltételezi az alapueimatematikai és fizikai (elektrotechnikai, villansagjtani)
ismeretek birtoklasat.

A szerd e helyen is kotelességének érzi, hogy a megkdszargszely Gyula
professzornak a tarsszésgéggel egyenértélektori munkajat. Ugyancsak koszoni didzaki
Kiaddé munkatarsainak aintelkiismeretes gondozasat.
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1. AZ ELEKTROMAGNESES TEREK ALAPVET O OSSZEFUGGESEI

Az elektromagneses tér fizikaicegr. Az ebtér vektortér, amelyben a térbelicbatast
vektorok fejezik ki. Az afteret gyakran mének nevezziik, ha meg akarjuk kulonboztetni a
geometriai tedl.

Az elektromagneses térberd drat minden olyan testre, amelynek (elektromoggsél van.
Az elektromos toltés az elemi részecskék megszietetten, marado tulajdonsaga. Mai
tudasunk szerint létezik legkisebb toltés, az edekt illetve a proton toltése. Kétféle
minésédi elektromos toltés van, amelyek egymastdjedben kilonbdznek. Az elektron
toltése megallapodas szerint negativ, a protoniipeisjeli.

Az elektromagnesesdra Lorentz-torvenyirja le, amelynek alakja az &ltalunk hasznalt
SI-mértékrendszerben

F = Q(E+vxB), (1.1)

aholF az e, newton[N], Q a (kismérték) részecske tdltése, coulomb [E]az elektromos tér-
erdsség [A/m],v a részecske sebessége [nBsy magneses indukcio vektora, tesla [T]. (Az
Sl-egységeket l1asd a 1. fuggelékben.)

Az elektromégneses teret az (1.1) 6sszefuggéefanlégt vektor jellemzi. Az elektromos
térebsség vektora mindig ér fejt ki a részecskére. A magneses indukcidve&sak mozgo
részecskére fejt ki &hatast. Ez az 8rmindig mebleges a mozgas pillanatnyi sebességére,
ezért nem valtoztatja meg a részecske energigjat.

Newton méasodik torvényéb(nem relativisztikus sebességek esetén)

m%—F Q(E+vxB). (1.2)

Ebbsl

dv _
mva =QVE, (1.3)

aholm a toltott részecske tomegea sebessége,

mivel a jobb oldalon &(vxB) zérus érték. Az (1.3) egyenlet mindkét oldalat integralva

AW, = j —dt——

qud (1.4)

A toltés. Az elektromos tér

A toltés az elektromos tér jelenlétének §dz és egyiddijleg az elektromos tér létrehozdja,
a térforrasais. lgen korai tudomanyos felismerés, hogy a sékéegymasra ét fejtenek ki,
a toltések kozott ér hat. Azonos déieli toltések taszitjak, ellenkézelsjeliek vonzzak
egymast. Az dihatas kvantitativ kifejezése @oulomb-torvenyE szerint a tbltések kozott
hat6 eb
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F=t R (1.5)
TE,

aholQ, ésQ. a pontszdr toltések nagysaga [G]a koztlk 1é% tavolsag [m]go a vakuum per-
mittivitasa: 8,8561.0° 2 [F/m], F a toltésekre hatd @fN = kgm(s.

Az e a toltéseket 0sszekbegyenes iranyaba mutat és az azonggléltdltéseket taszitja

egymastol, az ellenkézlsjelii toltéseket vonzza egymashoz. Ha tehat a toltésmkértékét
elsjellel helyettesitjuk a képletbe, a pozitigjeli et6 taszitd, a negativdageli vonzo (1.1. abra).

Q1 r Q2
O } (o

v V¥

N

F-(<0) F+(>0)

1.1. dbra.Ponttéltések kdzott hatdde(Coulomb-ed)
A Lorentz-térvény értelmében az egységnyi pontsz@éitésre hatd €ér az elektromos

térebsség. Legyen az 1.1. abra elrendezés€bergysegnyi toltés, amelyet az 1.2. abran az
origbba helyeze® toltéstl induldr helyvektor jeldl ki.

Q r 1

o >0

1.2. dbra.Térebsség = egységnyi toltésre haté er

Ebbsl kovetkeden a pontszértdltés altal Iétrehozott téresség

)

E= les
ArE, 17 °

(1.6)

aholre azr irAnyba mutaté egységvektor.

A térebsség altal leirt teret (méy) a térebsség abszollt értékével aranyos vektorokkal
abrazolhatjuk az 1.3. abra szerinti médon.
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1.3. dbra.TéreBsség ponttoltés kdzelében

>

<

1.4. dbra.Ponttoltés eivonalai

A teret azerdvonalakkaléabrazolhatjuk (1.4. abra). Azé&onalak érindje mindenitt a
térel irAnyaba mutat.

A toltések efhatasai fuggetlenek. A fliggetlerskreredje az ebvektorok 6sszege, maga
is vektor. llyen modon tetéleges toltéselrendezés tere szamithato @sopalas abrazolasa
bemutathato.

Az elektromos toltések altal létrehozott tér valsganal feltételeztilk, hogy a toltések
mozdulatlanok. Ezért azés elrendezéseknél a toltéseket rogzitettnek képeeltiMiutan a
toltések egymasra is @ratast fejtenek ki, vakuumban, szabadon mozgosegki@setén az
egyszeii sztatikus kép csak elvi szemléltetés, a toltésdbreés tartdsan nem allhat fenn.

A Coulomb-tdrvény kdvetkezménye, hogy a pontiszéltés kbzéppontu gémbfelileten a
térelsség mindenltt méleges a gombfellletre és az abszolut értéke alladd® goémb-
felllet és aZE téreBsség szorzata a gomb belsejében téltessel aranyos (1.7).
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1

EA= 2 G%BLHTZ =Q/s, (1.7)

0
Ha a téraefsség helyett bevezetjik az eltolasi vektort a

D=¢,E (1.8)
definicioval, akkor eltintethetjik az aranyosségye®t, a permittivitast. Ekkor

DA=Q. (1.9)
Az elektromos tér altalanos torvényének sajatogatisalaltuk meg. Az altalanos térvényhez
bevezetjiuk dluxusfogalmat.

A fluxus a vektormez fellleti integralja. A felllet normalis egységvekitn-nel jellve a
v med @ fluxusanak definicidja

tD:J'vndA:J'vdA, (1.10)
A A

ahol dA = ndA a fellletelem vektora. A felilet normalis vektoBtalaban tetszés szerinti
irAnyba valaszthatjulde zért fellleten megallapodas szerint a fellletl &ezart térfogatbdl
kifelé mutat.

Az elbz6 elrendezéstlinkre belathatd, hogy az eltolasi veladi fluxusa a gémbfellleten a
felllet altal bezart térfogatban &toltés

@, =[DdA=Q. (1.11)

Az (1.11) dsszefluggés nemcsak egy pontsétes, hanem tetszés szerinti toltéselrendezés
esetén igaz az elektromos tér egyik alaptorvergiéedesdjérol Gauss-torvermeknevezzik.

A torvény mas toltéseloszlasok esetén is igaztlédrben, fellleten vagy vonal mentén
elosztott (1.1. tablazat).
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1.1. tAblazat.A toltés tipusai

Toltéstipus Toltéssiiség Osszes toltés
Térfogati [ C ] -
o< Q=] pdv
_m - V
Feluleti [ C ] =[odA
? [ °
Vonal menti C Q :jqd|
q m |
Pontszei Q [C] Q= z Q

A Gauss-torvényt a legaltalanosabb (térfogattgs@ioszlasra irjuk fel

qSD dA:jpdV, (1.12)

ahol az A felllet V térfogatot hatarolo fellilet, és a jobb oldali grdba valamennyi
toltéseloszlas toltését beleértjik.

A Coulomb-térvény egy masik fontos felismerésrenigdot ad. Vizsgéaljuk meg a tér altal
végzett munkat, amit azd@ratas egy zart palyan mozgo toltésen végez.

Barmilyen elmozdulds esetén a pontgztiltés terében az elmozduldsnak van radiélis
(sugariranyu) és arra nédeges (tangencialis) 0sszedgyaz 1.5. abran lathato modon.

dl

dr

dt

1.5. abra.Elmozduléas elektromos &gérben

Munkavégzés csak a sugariranyu elmozdulas iramyédrgenik, a tangencialis elmozdulas
medleges az éire. A kis elmozdulason végzett munka
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aw=_2 (1.13)

47E, I°

Tetszés szerinti véges uton végzett munka teh&tasaozgo toltés origotdl valo kezdeti és
végs tavolsagatol fiigg

Q rve’g E

2

W_

= 1.14
4]E‘0 Tkezds r ( )

Nyilvdnvald, hogy zéart Uton torténmozgas esetén a végzett munka zérus. Tetszéstiszerin
sztatikus teret Iétrehozo toltések pontézeiitések 6sszegeként irhatok fel. Adhatasok
flggetlenek, tehat elektrosztatikus térben altaddnoigaz, hogy toltéssel zart uton végzett
munka zérus

§Ed| =0. (1.15)

Az ilyen tulajdonsagu étereketkonzervativ efterneknevezzik.

Kovetkezménye, hogy két kulonkHziton, amelynek kezd és végpontja azonos, a
végzett munka azonos, hiszen a zart gorbét kéterésmva (1.6. abra) azt kapjuk, hogy a
kilénb6a utakon végzett munka csak az Ut kiezéks végpontjatdl flgg.

P P P P
jEd|+jEd|:jEd|—j Edl =0. (1.16)
P P P

()

P
(1) I2) ()

—

¥

1.6. dbra.Zart integrélasi ut
A tetszés szerinf) nagysagu toltésen végzett munka elektrosztatéaen
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R R R
W:delszEd :Qj Ed = QU (1.17)
R R R
alakba irhatd, ahol

U :fE di (1.18)

R

a kezd- és végpont kozotteszultségamelyetvoltban [V] mérink. Az ébbiek értelmében a
feszlltség csak a ke&dés végpont fliggvénye, az uttol fuggetlen.

Az Ut végpontjat gondolatban régzitve, a feszglissak a keztpont fliggvenye lesz. Ez a
flggvény askalarpotencial

¢(r)=FfE dl . (1.19)

Mértékegysége a volt.

A skalarpotencial a tér egys#bb leirasa, mint a téré&sseg vektormezeje, mert minden
ponthoz egy skalaris mennyiséget rendel a vektororha komponense helyett. A
skalarpotencial egy additiv konstans erejéig hatitan. Ha megvaltoztatjuk az integralas
végpontjat y-ra, akkor a potencial kifejezése

P.

alt alt

¢alt(r):jEd|=fE d+jE d = ¢(r)+ konstan. (1.20)

A potenciél vonatkoztatasi pontjat tehat télsgesen valaszthatjuk meg. Ez a valasztas a két
pont k6zotti fesziltség értékét valtozatlanul hagy;

U12=TEdI:TEd+TEd=JPQEdi—_Pf Ed=¢()-4(1). (1.21)
R R R R R

A fesziltség tehgtotencialkilonbség

A pontszeii toltés terének potencialjaGulombpotencial

% 1 1
¢(f)=£4ioﬁf7r=4io(———j- (1.22)

ror,

Az elézéek alapjan csak a radialis elmozdulas irAnyabaikigralnunk, és a potencial csak a
ponttoltéssl meért tavolsagtol fligg.

A Coulomb-potencial végpontjat (a potencial zéargkét) rendszerint a végtelenben
valasztjuk (o — o). Ekkor a potencial alakja
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¢(r)= Q E}rr (1.23)

4re,

Az igy kapott potencial azt a munkavégzest jejemtiely aQ toltés terében egységnyi
toltésnek az tavolsagra juttatasadhoz sziikséges.

A térbsl a potencialt konnyen meg tudjuk hatarozni. lgaa-dorditott allitas is: meg
tudjuk-e hatarozni a teret a potencial ismeretében?

Az (1.19) osszefuiggésb kovetkezik, hogy a potencial megvaltozasa elenassikd
szakaszon:

dp=-Ed. (1.24)

A matematikdbdl ismert, hogy skalarfiggvény megvaltozaséat elemi kicsi szakaszon
gradiensfliiggvény irja le

d¢ =gradg [dl . (1.25)
Dereksz6¢ koordinata-rendszerben

op. d¢. 0
radg = —i+—j +—
grady 0x ayJ 0z

: (1.26)
aholi, j ésk a koordinatatengelyek iranyaba mutaté egységvektor

Az (1.24) és az (1.25) dsszevetadéabterebsség minden pontban a skalarpotencial negativ
gradienseként szamolhat6

E = —gradp . (1.27)

Az eddigiekben feltételeztilk, hogy a toltések mdattanok.

Mozgo toltések, az aram

A mozgo toltések hozzak létre ammot. Ha gp térbeli toltéssriisegv lokalis sebességgel
mozog,aramgiriiségethoz létre:

J=pv [Az} . (1.28)
m

Az elemi A fellleten atfolyé aram

d=JdA.

Ha az aram kis keresztmetdzetonalszel zart vezetéken folyik, akkor a vezetéken folyd
0sszes aram a vezeték mentén nem valtozik:

| = pvnA=pvA. (1.29)
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Nem ez a helyzet, ha a vezetéket valahol meggzlakifz aram a szakadasi helyre
folyamatosan toltéseket szallit, illetve elmozgahan. Ezért a toltés felhalmozadik, illetve
lecsokken a szakadas két oldalan (1.7. abra).

NS

1.7. dbra.Megszakitott &ram

A szakadasét korulokelzart felllet belsejében kig wlé alatt a toltés megvaltozasa
dQ=-1d [C A%, (1.30)
ahol a befolyé aram szembefolyik a fellilet normalektoraval (befelé folyik a zart

térfogatba), ez okozza a negatitjelet.
Az (1.30) kifejezestl a toltés valtozdsanak sebessége

dQ
—=-, 1.31
ot (1.31)
ahonnan az 1.1. tablazat alapjan
Q=[pav, (1.32)
\%
helyettesitéssel
JbJ dA+£jpd\/=o. (1.33)
A dt \Y

Ez a kifejezés az arafulytonossagi egyenletamely iddben nem valtozo esetben a

§ JdA =0 (1.34)
A
egyenletre egyszésodik.
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A Lorentz-ebtorvény szerint a mozgo toltéseket a magnesedtégitie Az elss megfigyelt
jelenség azonban a forditottja volt: &rammal aty@det kozelében a magnéstordult el.
Ennek ismeretébemmpeére hosszas kisérletsorozattal bemutatta, hogy az okramatnak
egymasra és leirta a kolcsonhatas torvényét isalkkilag kulonbozik a kdvetkékben
bemutatott térvényt, de tartalmilag megegyezik vele.

Két parhuzamos vezetékben folyd aram vonzza edgyrmasaz aramok azonos iranyudak,
ellenke®d esetben taszitja. Az aram a toltések aramlasa.ofentz-eétorvény alapjan a
jelenséget ugy magyarazhatjuk, hogy az aram magrieset hoz Iétre €s ez a magneses tér
er6hatast fejt ki a masik &ramban mozgo toltésekre.

Eddig a térben eloszl6 és a vonal§zaramrdl volt sz6. Elvben létezik fellleten folyo
aram is (1.2. tablazat).

1.2. tAblazat.Az aramok tipusai

Aramtipus Aramgriiség Osszes aram
Térben eloszl6 [ A } I =J'J dA
J|—
m A
, | = J’ Kn ds,
Feliuleten eloszlo K [A} s
m

ahol n a fellleten feky ds ivelemre
mefbleges, szintén a fellletben feék
vektor.

.Vona.lléram | [A] | :Z|k
(linearis aram) K

Az aramok afhatasanak torvényét két parhuzamos, igen kis kieneszzei, vezebt |
hosszusagu szakasza kdzo6tt vakuumban a kévietlsszefliggés irja le

|F|:&|I1H|2|| , (1.35)
2r d
ahold a vezetékek tavolsaga.

A képletbe SI-mértékegységben az aramot amperdghdlyettesitjik. Definicié alapjan
az aram 1 A dissédj, ha a két vezeték 1 m hosszlUsagu szakasza kozdii 2N e hat.
Ehhez au, értékét, amely a vakuum permeabilitagar10’ N/A> értékinek kell
valasztanunk. Az elektrodinamikdban a N helyett ad@bbi egyeriiséglanccal definialt
mennyiséget hasznaljuk

N=WI[$ m= VDADE/m:E.
m
Ezzel
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Fontos tudnunk, a vdkuum permeabilitasa defini@hnyiség.

Az elbzékben mar jeleztik: az arammal atjart vézet magneses tér indikatora, de
ugyanakkor a magneses tér forrasa is.

A vékony vezetékben folyé aramnal a mozgd toltdekk a vezeték tengelyével
parhuzamos sebessége van (legaladbbis a sebessiaggit tekintve). ALorentz-estorveny
nek (1.1) megfeldlen a vezetékre m@leges hatads ugy magyarazhatd, hogy a magneses
indukcid meéleges a vezetékek kozos sikjara. A szimmetridk tn{@tvezeték mentén
eltolasi, a vezeték korul elforgatasi invariancié fénn) a vezetékben folyé aram Altal
gerjesztett tér magneses indukcidjanakéyenalai” a vezetékre méeges sikban kor
alakuak. Ez azt is jelenti, hogy az indukcio értékak a vezetést mért tavolsagtol fligg (1.8.
abra).

1.8. abra.Egyenes vezeték aramanak indukcidévonalai

A vezetékben folyd aramra hatééela magneses teret létrehozo aram (legyemy)ak
hosszUsagu vezetékszakaszkatékésének és a toltés atlagsebességnek szorzata

Il = povAl=Qv,

ahonnan az (1.1) és az (1.35) felhasznéalasaval

B=2”—°'d. (1.37)
VL

A szimmetria felhasznalasaval barmely, az aramail&tels zart gorbére

jQB dl = gl . (1.38)
Az aramot kortl nem 6lélgorbére

§B dl =0. (1.39)

Az ivelemeket az indukcidvonalakra illeszkedangencialis) és arra nig¢eges Osszetékre
bontva az (1.38)—(1.39) integralhoz csak a tan@gdisdkomponenseken végzett 6sszegzes ad
jarulékot.

A fenti formulat egyszéisiti a magneses tétmség bevezetése. Definicidja
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H=—. (1.40)

Ezzel az (1.30) a kovetkéalakba irhatd
ij di=1I. (1.41)

Ez a torvény altalanosan is érvényes| laa integralas zart Gtja altal kifeszitett felUiete
atfolyé ebjeles aram. (Pozitiv, ha a fellleti normalis irdmgafolyik, negativ ellenkéz
esetben. A fellleti normalist és az integralasikaitiljarasat a jobbcsavar-szabaly rendeli
egymashoz.)

A torvény nevegerjesztési torvényGyakranAmperenevéhez kapcsoljdk, de ez téves.
Ampeére az (1.35) oOsszefliggéssel tartalmilag azaisszeflggeést allitott fel. Az (1.37)
0sszefliggésBiot és Savartismerte fel. A Biot—Savart-tbrvény részletes adak] kégbb
talalkozunk.

Az indukci6 fluxusat meghatarozhatjuk barmely Felie. Killonleges szerepe zart fellilet
esetén van. A fluxust szamitva észrevehetjik, faggimasan valasztott ,csdvek” mentén a
fluxus barmely keresztmetszetben azonos ért&lo. abra).

1.9. &bra.Magneses tér ,fluxuscsove”
A fluxusvonalakkal hatarolt alakzat barmely ketestszetén azonos a fluxus. Barmely
zart felllet térfogata Kkitolthét kis keresztmetszét fluxuscsovekkel. Ezek metszési

keresztmetszetén a felllettel mindig paros szamiletet kapuk, amelyeken a fluxus abszolut
értéke azonos, de paronkeént ellerikelsjeli. Igy a térfluxusok dlieles 6sszege zérus

§BdA =0. (1.42)

Ezt az (1.12)-vel 6sszevetve, a kovetihest allithatjuk:magneses toltésem létezik. Az
(1.42) egyenletet néha magneses Gauss-torvénynekike

Gyiijtslik 6ssze az eddigi dsszefliggéseinket
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§H dl = jJ dA (1.43)
}Edl :8 (1.49
;58 dA=0 (1.4
.E)D dA = [ pav (1.48)

Ezek az egyenletek azdiden valtozatlan terek alapwebtsszefliggései. Az elektromos és a
magneses terek fliggetlenek egymastol, nincsen tkidzkapcsolat.

Az idébeli valtozas

Faraday nevéhez ifzédik az a felismerés, hogy barmely zart gorbe &if@szitett fellleten
athalado fluxus idbeli valtozasa elektromos téésséget hoz létre (indukal). Ha a zart gorbe
egy vezei keret, akkor a keret két kozeli végpontja kdzott

09

= (1.4%)

feszlltség jon létre, a keret mintegy ,integrafekeletkezett térésséget (1.10. abra).

9B
ot

A

1) @7
—

Ui

1.10. abra.Faraday indukciétorvénye
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A térességet a majdnem zart vezely modon ,integralja”, hogy az indukalt téésség
addig mozgatja el a toltéseket, amig az @tedesseég (aZ; indukalt és aZ, sztatikus tér
0sszege) a veziien zérus nem lesz. A vezeték végpontjaiban felbadaott toltés csak a
légrésben hoz létre teret.

(2)
U, =pE, dlz—ﬂjB A [DJZ.ES di]. (1.4%)
L atA ()

A negativ ebjel a Lenz-torvényt fejezi ki: az indukalt fesziéits altal keltett aram
csokkenteni igyekszik a fluxus véltozaséat. (A palisi derivalt itt azt jelzi, hogy a keret
alakjanak valtozasabdl szarmazé fluxusvaltozagtefigen kivul hagyjuk, nem targyaljuk a
mozgasi indukciot.)

Az (1.43) 6sszefuggésbe a mennyiségek definicaielyettesitve a

__90
jLoE d = at/J;B dA (1.44)

egyenletre jutunk.

Nyilvanvalé, hogy idben véaltozé mennyiségek esetén az (@)42gyenlet nem lehet
helyes. Az idfuggd aram ugyanis az (1.33) alapjansleén valtozé toltést produkal. Az
idében valtozé toltés itben valtozo elektromos teret gerjeszt. Ezért a2jifelhasznalasaval
a kovetkedképpen alakitjuk at az (1.41) egyenletet

joHou:jJ dA+%jDoA, (1.45)
| A A

ami az integrélas és azlokli derivalis sorrendjét felcserélve (az integsatartomanyok nem
fuggnek az idtol!)

joHd:jJ cA+ja—Dd\,
L A Aat
azaz

(. oD
pra _;[(J +Ejd“ (1.46)

alakba irhat6. Elifd az egyenletdl kdvetkezik az (1.33) egyenlet. Ha ugyanis a joldali
integralastzart feluleten végezzik, a bal oldali integralasi ggpbetta zsugorodik, az integral
értéke zérus. Miutdn a jobb oldali integral mindedrt fellletre zérust ad és az (1.12)
felhasznalasaval az eltolas fluxusa a térfogatbahtbltéssel egyeni| visszakapjuk az (1.33)
folytonossagi egyenletet.

A (vezetési) aram kiegészitésedinlasi arammaMaxwell felismerése. Az eltolasi aram
sirisége az eltolasi vektor ddeli derivaltja. Ezzel a felismeréssel indult a mod
elektrodinamika és bizonyos értelemben a moderkefidiadalitja.
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A kbzegek hatasa a tér szerkezetére

Az eddigi megfontolasaink mind vakuumra vonatkkztazt a kbzeget az, permittivitas
és U, permeabilitassal jellemeztik. (Hallgatlagosantétiik az aramot jol vezektzegeket,

de nem elemeztuk.)

Vakuumban (szabad térbed) és E, H és B linearis, homogénzotrop kapcsolatban
vannak.

Mas kozegek jellemzésének is legegysabr modja, ha linearis, homogén, izotrop
Osszefliggést feltételeziink, azaz

1g, (1.47)
U

ahol e=¢.¢&, és u=puu, a kdzeg permittivithsa és permeabilitaga. és y, a relativ
permittivitds és permeabilitas.

Bonyolultabb az aram 6sszefiiggése a $ésgggel. A legkézenfeklb esetben az aram és
az elektromos térésség 0sszefiiggése szintén linearis, homogén é§pzot

J = 0oE, (1.48)

ahol o [E} a fajlagos vezéképesség (nem a fellleti toltéssséget jeldli.) Sajnos ez az
m

0sszefliggés egysteesetekben sem igaz, ha az aramot nem elektront@s kelti, hanem pl.
galvanelem. A nem elektromos hatasokatEgzbeiktatott téraisséggel jeloljik, és igy az
aram teljes kifejezése inhomogén

J=0o(E+E,). (1.49)

Ezzel egyitt is az egysZefl.48) 6sszefiiggés a differencidlism-torvény
VégesA keresztmetszét| hosszusagu egyenes vezeték&oraduktiv (vezetési) aram:

I:JA:UI—AEI:%U (1.50)

Az egyenletekben szabadon mozgd toltések eset&8)(flakda konvektiv aramok is
megjelenhetnek.

Miért sziuksége& ésD, illetve H ésB megkulonboztetése? Lattuk, hogy vdkuumban a
kifejezések egyszébbé tételére vezettik bd)-t és H-t, fizikailag nem hordoztak U
tartalmat. Ez azonban kdzegekben nem igaz. IteBlezétvalike ésB, valamintD ésH
szerepe. Bbbiek a valdditérmennyiségekamelyek a Lorentz-térvényben azileatasért
felelosek. Utdbbiak agerjesztett mennyiségelamelyek a teret gerjeszttoltésekkel és
aramokkal &llnak kozvetlen kapcsolatban. Kézegbeéraés agerjesztettvektorok kozotti
0sszefliggés az ardnyossagon tul is hordoz fizéaalmat. Ennek hatte@dra kovetked
fejezetben lesz sz6.

Egyenleteink fenomenologikusok. Ez azt jelentgya jelenségeket és kapcsolatukat irjak
le és nem foglalkoznak a mikrofizikai hattér visdésével, a mikrofizikai mennyiségek és a
fenomenologikus leiras makrofizikai jelletizek kapcsolataval.
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Maxwell-egyenletek

Miel6tt dsszegiijtenének az egyenleteket, hangsulyozzuk, hogy & radgpegyenletet
integralok kozotti 6sszefliggések formajaban fogatmla meg. A felhasznélasok soran
gyakran a differencialegyenleti forma is megféleh két formalizmus kodzotti 6sszefliggést
két matematikai tétellel (az integralredukciosladtkel) hozzuk létre.
Gauss-tétel

A matematikaGauss téta szerint

[diwdv=pv A, (1.51)

ahol v a vektortér,A a V térfogatot hatéroldé zart felllet, divskalar érték elssfoka
vektorderivalt.
Descartes-rendszerben

ov,
divy = Ve 4 N OV, (1.52)
ox o0y 0z

mig a koordinata-rendszérfuggetlen definicié
div = i — v dA (1.53)
AVE S |

ahol azA altal hataroltv térfogat gy zsugorodik egy pontra, hogy legnagpyaiearis mérete
a zérushoz tart.

Stokes-tétel

J'rotv dA :§v dl, (1.54)
A L

ahol v a vektortér, azA felllet hatargorbéje., és a korlljaras a felilet normalisdhoz
jobbcsavar-szabaly szerint van hozzarendelve; roektor érték vektorderivalt, amely
Descartes-féle koordinata-rendszerben:

) 0
A i{%_ﬂ}ﬁ 9% 0y |
dy 0z 0z O0X o0x 0y

A kdnnyebb megjegyezhitég végett gyakran determindns formaban irjuk fel
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i ] k

ov=2 2 9) (1.55)
0X 0y 0Z
Vi Vv

aholi, j, k azx, y, ziranyl egységvektorok.

Koordinataftiggetlen definicioja szerint

rotv = |imiq'>dA X V (1.56)
voo\/ 2

ahol a hatarértékképzés szabalyai 4zéslel megegyeznek. x a vektorialis szorzas jele.
A rotacio barmelye egységvektor iranyaba mutatdo komponense

eliotv = lim v, (1.57)
A~o A

ahol a sikbeliL gorbe sikjae-re mebleges, A zérushoz tart, mikézben a hatargorbe
legnagyobb atméje is zérushoz tartl koriljarasa és ae normalis jobbcsavar-szabaly
szerint vannak ¢sszerendelve.

Alkalmazzuk a Stokes-tételt példaul az (1.46) ékgyésre

fLDHdI=/J;rOH oA=J(J +‘z_[t)jm. (1.58)

A jobb oldali egyeriség mindenA fellletre igaz. Ez csak ugy lehetséges, ha az
integranduszok majdnem mindendtt azonosak. Az &gggés tehat minden ponthoz
(pontosabban minden pont kicsiny kdrnyezetéhez) a

rotH =J +%—It3 (1.59)

differencialegyenletet rendeli. Ez az |I. Maxwellyeglet differencialis alakja.
Ismét csak példaképpen alkalmazzuk a matematikesssgtelét az (1.12) egyenlet bal
oldalan

jdeA:jolivD ov=jpov. (1.60)

Az elébbi argumentacioval az integrandusok (majdnem mnmatleazonosak, azaz
divD = p. (1.61)

Hasonlbéan atalakitva az (1.42) és az (1.44) egiekde az 1.3. tablazatban lathato
differencialegyenletekhez jutunk.
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1.3. tAblazat.Maxwell-egyenletek

Integralforméaban Differencialis formaban

D

pHd :j(a +6_Dj A (1.46) rotH =3 +92 (1)

L A at at

joE d=-[8Bn (1.44) rote =98 (1)

i ot ot

ij dA =0 (1.42) divB =0 (1)

A

jo D dA= jpd\/ (1.12) divD=p (IV)

A \Y

Az (D—(IV) differencidlegyenletek altalaban Maxwell-egyenletaiek Tudomanytorténeti
erdekesség, hogy Maxwell sokkal bonyolultabb foramabirta fel egyenleteit és az
eredetiekkel egyenértékenti négy egyenletet kbudtvezették le az eredetietdb

A Maxwell-egyenletek a kozegektfiggetlenil irjak le az elektromagneses tér jséeeit.
A koézeg figyelembevétele & ésB térvektorok és &, H gerjesztett vektorok, valamint a
vezetkozegekben al és a térvektorok kapcsolatat leird konstituciéyeeatptek. Ezek
alkotjak a kiterjesztett egyenletek (V) csoportjfatmar vizsgalt egyszérlinearis, izotrop,
nem diszperziv k6zegben

D=¢E,B=yH, J=0(E+E,). (Va, b, ¢)

A konstitucios egyenletekkel az egyenletrendsadjed. Visszavezeth@tugyanis ket
vektortér, példauE és B rotacidjat és divergencigjat leir6 egyenletekrevektoranalizis
alaptétele Klelmholtz-tétgl értelmében igen altalanos feltételekkel minderktomér
egyértelntien kifejezhat a rotacidja és divergenciaja ismeretében.

Mi jellemzs a Maxwell-egyenletekre?

1. Az egyenleteldifferencidlegyenletekMar a folytonossagi egyenletnél megallapitottuk,
hogy a differencidlegyenletek egy pont kicsiny k@zetének viszonyait irjak le.
Pontosabban: egy kicsiny kornyezetben megadjak zsgalt fizikai mennyiségek
valtozasanak kapcsolatat. Ezért ezek az egyerieitékelezik, hogy a hatasok a kozvetlen
szomszédsagbaniikidnek, azakdzelhatasi térvényelez a szemlélet a fizikai tér (m©z
létére fekteti a hangsulyt. Ez ellentétestaaolhatasi torvényekkelmint amilyen a
Coulomb-térvény vagy az aramok egymasra hataséma&nye. A kdzelhatasi térvények
szerint a hatast tavolba a ndé@zvetiti, igy ennek ugyanolyan fizikai tulajdogséat kell
értelmeznink, mint a téltésnek vagy az aramnako2elatasi szemléletet esetiinkben az

© Hungarian edition Miszaki Kényvkiadé Kft., Budapest, 2008
Minden jog fenntartva. 2 9



eltolasi aram bevezetése, és ennek kovetkeztébgerjasztéseket elhagyd, azoktdl
fuggetlenul terjed elektromagneses hullam tamasztja ala.

2. Az egyenletekevollcios egyenletekez azt jelenti, hogy a tér pillanatnyi (és esgtle
maltbeli) értékeinek ismeretében leirjak a tér alagat, valtozasat a jélwen. Es valoban:
a térjellemak pillanatnyi értékei meghatarozzak azokhdli derivaltjait a vizsgalt térrész
minden pontjaban. igy a térjelletk idébeli valtozasa minden pontban nyomon
kovetheb.

3. Az egyenletek megoldasat rendszerint addtpilhnattol kezdve keressik. A jelenség
.elééletét” az ugynevezekezdeti feltételekegitségével adjuk meg.

Az () egyenlethezD kezdeti értékeit kell ismernink a vizsgalt térbéEsez Ezekre
vonatkozo feltételeket a (IV) egyenlet szab megkaslyan kezdetD vektort valaszthatunk,
amelynek divergencidja megegyezik a kezdeti tdibszéassal. A tovabbiakban az (I)
egyenlet mindkét oldalanak divergenciajat véve

div rotH = 0= divd + div%—ltD =divd +% dinvD = did +%—f, azaz roviden

divJ+%=O. (1.623)

Ez az aram folytonossagi egyenletének differeiscidlakja. LathatjukD Ugy valtozik,
hogy a folytonossagi egyenlet mindefipdlanatban automatikusan teljesdil.

Hasonl6éan, &B vektor kezdeti értéke eleget kell tegyen a (ligyenletnek. Az &iz6
gondolatmenettel

%divB:O = divB = f (r), (1.6%)

azaz a magneses indukcié divergenciafasidfiiggetlen, csak a heljit fligg. Miutan ez a
mennyiség kezdetben zérus, a tovabbiakban mindweégig marad.

4. Az egyenletek megoldasat kereshetjik zart t&oess vagy nyitott (végtelen) térben. Az
el esetben a zart térrészen kivul a ,kilvilagban’reyaé gerjesztések hatasat ugy
vesszik figyelembe, hogy a térrésziiket hataroltfelinetenperemfeltételekdrunk eb.
Ezek altalaban a teret jellethzektorok, vagy azok egyes komponensei. Nyitoteg&tén
a med egyes vektorainak, illetve komponenseinek a végten megfelél hatarértékhez
kell tartaniuk.

Végezetil: elemezve a (I)-(V) egyenleteket, fetégmetjik, hogy csak elektromos és
magneses mennyiségeket tartalmaznak. Egylitt ténétendszert képeznek, amely alkalmas
az elektromagneses jelenségek leirasara, de nersdigpossze azokat a fizika mas agaival.
Ahhoz, hogy az elektrodinamikat elhelyezzik a fizikidomanytertletén, szikségink van
egy olyan mennyiség elektromagneses definiciogareely a fizika lehéieg minél szélesebb
terlletein szintén értelmezett. llyen mennyiségeiediz eb. Van olyan leirds, amelyik a
Maxwell-egyenletek rendszerét az (1.1) Lorentarer egésziti ki. Mi a masik altalanos
mennyiséget definialjuk: aenergiat
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Energiagiriiség és energiaaramlas

A Maxwell-egyenletek altal leirt kozelhatas jellegEkovetkezik, hogy az elektroméagneses
mez energidgja a konfiguracios geometriai térben el@szhelyezkedik el. Egy pont
kornyezetében az energia megvaltozdsa és aztithgelenergia megjelenése egy masik pont
koérnyezetében csak az energia aramlasa utjan kegirzeadl. A w energiaériség és a’s
energiadram vektora kozott tehat a toltés és &ralytohossédgi egyenletéhez hasonlo
0sszefuggésnek kell fennéllnia

OW | divs=0. (1.63)
ot

Konnyen belathatd, hogy ez a tdrvény nem igaz.6Kkessel ellentétben, amely nem
keletkezik és nemiihik el, az elektromagneses energia keletkezik d#nikl Az
energiamegmaradas torvénye valamennyi energiaajtégyitt érvényes, kulon az
elektromagneses energiara nem. Az elektromagnaesargia példaul csokken, amikor a
k6zeget melegiti.

A kdzeggel vald kdlcsonhatast a Lorentz-toérvényt)Irja le. Munkat csak az elektromos
tére végez, a magnesesibatas mindig méteges a részecske sebességére. Belathato, hogy
egységnyi térfogatl, elektromosan toltott anyagortelgesitmény EJ. A (mechanikai)
teljesitmény &F x sebesség formaban szamithatd. Esetlinkben ezbkgsre F =QE, a

térfogategységrd- = pE . A teljesitménysriség tehatp =Fv = pEv =Epv =EJ . Pozitivp
esetén a tér végez munkéat a kdzegen, tehat adégiasirisége csokken. Ezt is figyelembe
véve a kovetkegzegyenletet keressik

—%—VtV:divS+ EJ. (1.64)

Azt felesleges hangsulyozni, hogy az egyenletnekMaxwell-egyenletekkel teljes
0sszhangban kell &linia. Ez biztos, ha az (1.6¥¢elgtet azokbdl szarmaztatjuk.

A levezetésPoynting1884-ben végezte el.

EJ-re szikséglnk van, ezért (1)-et megszorozEwkel. A szimmetria végett szorozzuk
meg (II)-t H-val. A jobb oldalon azonos @eleket kapunk, ha ezek utan a masodik
egyenletll kivonjuk az elét

H ro -E roH =H a—B—E a—D—EJ . (1.65)
ot ot

Hasznaljuk fel adiv(Ex H) =H roE€ -E roH azonossagot. Némi rendezés utan kapjuk:

—(EO—D+H6—Bj=div(E><H)+EJ. (1.66)
ot ot

Az Osszefluiggéstoynting-tetateknevezzik.
Az (1.66) Poynting-tétel akkor felel meg egyértéém az (1.64) 6sszefliggésnek, ha

dw=EdD +H dB (1.67)
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teljes differencial. Linearis dsszefliggéseket felazve ekkor av energiaériiség alakja

1 1 1 ., 1 ..,
W=_-ED+-HB ==g%+=H?2. 1.68
2 2 2 o H (1.68)

Ezt az energidisiséget tekintjuk a (VI) egyenletnek a Maxwell-egytek teljes
rendszerében.

Kulonbod koérilmények kozoétt az esetek egy részébemeim teljes differencidl. llyenkor
w nem adhaté meg zart alakban a teret jellemznnyiségek fuggvenyeként. Ez a helyzet
példaul hiszterézises karakterisztikak vagisen veszteséges kozegek esetén.

Vizsgaljuk meg az (1.66) jobb oldalan all6 tagok#sznéljuk fel az aram (V) kifejezését:

J=0(E+E,),
ahonnan
2
JE—E——EQ. (1.69)
o

Az el tagot nem nehéz azonositani: ez az egységnyigaitfan az aram altal keltett
Joule-tb. A Joule-t6 mindig pozitiv, az éljeleket figyelembe véve mindig csokkenti az
elektromagneses energiat. A masodik tdijedt az aram és a beiktatott tér vektora kdzotti
szogbl fugg. A skalaris szorzat pozitiv, ha az aram m ithnyaban folyik. Ekkor az
elektromagneses energia ndvekszik, elletlesetben csokken.

Az energiaaramlast leil®vektortPoynting-vektornakevezzik. Definialé egyenlete

S=ExH,
mm nf nf

[VA VA W} (1.70)

A vektor az iranyara méleges fellletegységenddgység alatt athaladé energia amint ezt
a mértékegysége is jelzi. A Poynting-tételben aaond divergenciaja szerepel. A tételt nem
sérti, haS-et kiegészitjuk egy divergenciamentes vektorrB&rfnely vektortér rotaciojat
képezve divergenciamentes vektorteret kapunk.) A ditalanos felfogas szerint (ezt
tamasztjak ala relativisztikus meggondolasok isp aektor egyértel, és az (1.70) alaknak
van valddi fizikai tartalma.

Az (1.66) differencialis 0Osszefiiggés. A gyakordatb véges térfogatra integralis
mérlegegyenletet lehet kisérletileg igazolni. Aegralis mérlegegyenlet

_0
ot

amelylk kiemeli, hogy a terfogatban az energia nadgrasa egyrészt a térfogatban
lejatszodo folyamatok kovetkezménye, masrésztfagatot korilvew zart fellleten ataramlo
energia fliggvénye.

Az elektromagneses térben energia aramlik, és arreenergiamegmaradasi torvény
érvényes. Az elektromagneses tér impulzussal idetkazik és az impulzusra is érvényes a
megmaradasi tétel. Az impulzugrgsége (ami értelemszi@n vektormennyiség)

(lED+;H?%V §EdeA+jEJm/ (1.71)
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:C—12E><H:,uogo E><H=C—128. (1.72)

A Maxwell-egyenletek egyértelrmegoldhatésaga

Az (I)—(V) axiomatikus egyenletrendszerrel kapctma felmerdl: 1étezik-e megoldasa, és ha
igen, milyen feltételek mellett egyértelmAz el kérdésre a valasz altalaban igen nehéz, és
jelentbs matematikai apparatus igénybevételét feltételeainasodik kérdésre a valaszadas
sokkal egyszéibb. A tovabbiakban bebizonyitjuk, hogy egyenleteirdgyértelni
megoldasahoz egyrészt ismernink kell a vizsgalnidden pontjdban a téfeségek értékét

a t=t, kezdeti idpontban, masreszt a hatarold feltilet minden poatjaagyE, vagy H

tangencialis komponensének értekéf leezdeti idponttol a vizsgalt idépontig. Ez megfelel
a ,Mi jellemz6 a Maxwell-egyenletekre?” szakaszban a kezdeti éenpfeltételekil
mondottaknak.

Feltételezzik, hogy ag u, o anyagallandok az &dol és a téraisségekil fliggetlenek. A
beiktatott terefsségek hely- és éfiiggese adott.

Bizonyitasuk alapottlete a matematikabol j6l ismarbizonyitandod allitas ellenkgerol
allitjuk, hogy ellentmondashoz vezet. Esetlinkbeeldézik fel, hogy az egyenleteknek két
eltés megoldasa létezilE’ ésg’, H' ésH’, amelyek kiilén-kiilén eleget tesznek a kezdeti és
peremfeltételeknek. Miutan mindkét vektorpar a Makwegyenletek megoldasa,
nyilvanvaléan a£,=E' —E , Ho =H' —H’ kiilénbségiik is az, hiszen az egyenletek linearisak.
Ezért a kilonbségi térre is érvényes a Poynting);téagyis

2
_%\J/%(EESHJHS)dV:\J;‘]?: d\/—\J/'EOﬂJOd\/+£)(EOxHO) ~ (1.73)

A jobb oldalon all6 masodik és harmadik integiélirk. A masodik integralban szerépl
beiktatott kiilonbségi tér mindig zérusg, = E, — Ep = 0. A harmadik integralban szerépl
kulonbségi térvektorok kozul legalabb az egyiknedakc normalis komponense van a
fellleten, mert a megoldasvektorok tangencidlis ronense a fellleten azonos, a kilonbségi
vektoré tehat zérus. Ennek kovetkeztében a kulonBssmting-vektornak nincsen normalis
komponense a fellleten, az integrél zérus.

Végezetll tehat az (1.73) 0sszefiiggés az alalybnégfre redukalddik

%

91
‘glg(fESwHé) dV:J s N (1.74)

A jobb oldalon &ll6 integral nem lehet negativ. BE@mcsak matematikai alakjabdl, de
fizikai tartalmabdl (Jouled) is kovetkezik. Ekkor a bal oldalon allé integra (egativ
elojelet figyelembe véve) itben nem névekedhet. A=ty kezdeti pillanatban felvett értéke
zérus (miért?) és miutan nem vehet fel negatiwkeétri&érus marad. Ez az integral alakjabdl
kovetkeden csak akkor lehetséges, ha

E, =0, H, =0, azaz E'=sE", H'=H" (1.75)
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A két kilonbosnek feltételezett megoldas tehat azonasegoldas egyértelin

Megjegyzések:

1. A megoldas egyérteliségét belattuk, de — ahogy erre utaltunk — nemukydjogy egyaltalan létezik-e
megoldas. Erre a kérdésre jéval nagyobb matematdaidztarral felvértezve lehet valaszt adni.

2. A gondolatmenet nem alkalmazhatéhidn nem valtoz6 (sztatikus, stacionarius) terekéesd&kkor ugyanis
(1.74) bal oldalan az édszerinti derivalt elinik, fuggetlenll a tér viselkedésEtAz ilyen feladatokban a
.kezdeti érték” nem értelmeztigt ezek ,peremérték’-feladatok. Megoldasuk egyérisiagére késhb
visszatérunk.

3. Amennyiben a megoldast az egész térben keressiliqtarfeliilet helyett a végtelenben kell feltétel
kitiznunk. Ezt a ,sugarzasi feltételek” megadéasavasthetjiik. Ezek két egyenértéalakja

- £ 0 x N £ 0%
E- \/;(r H) H \/;(r E), (1.76)

ahol - a végtelenben vett hatarértéket jelentia kifelé mutaté egységvektort.
A fenti 6sszefiiggések biztositjak, hogy az elektigneses tér kifelé haladd hullamként viselkedpenely
véges energiat szallit.

4. Az egyértelmi megoldas bizonyitasaban alagyeatogy az energia a térmennyiségek négyzetes (tetmt
negativ) kifejezése. Ez a gyakori eset (példauloagasi energia ¥nv¥) maskor is felhasznalhatéva teszi a
gondolatmenetet.

Az elektrodinamika felosztasa a Maxwell-egyenletdfipjan

Az elektrodinamika valamennyi jelenségét a Maxweglfenletek irjak le, amelyek altalanos
tér- és idfiggd egyenletek. A jelenségek a valtozoktol féigg oszthatok fel.

A térbeli valtozast elhanyagolva elejtjuk azétér (med) vizsgélatat, amelynek
specifikuma a térbeli kiterjedés és valtozas. Hérbeli valtozastol eltekintlink, csakolakli
valtozasokat vehetink figyelembe. Vannak csakoidfliggé elektromégneses jelenségek!
Ezek a koncentralt paramétdralozatok jelenségei. A haldézategyenletek és andivegyenle-
tek kapcsolatdra még visszatériunk.

Ezt ebre bocsatva az egyenletek két nagy jelenségkdelnaznak:idstsl figgetlenés
idofiggs jelenségeket.

1. Idstdl fuggetlen jelenségek

Irjuk fel a Maxwell-egyenleteket élliggetlen E:O esetre, &ltalanosabb konstitacios

egyenletekkel.

rotE=0 1.77a) rotH =J (1.78)
divD = p (1.77) divB =0 (1.7%)
D=¢,E+P (1.77) B=y,H+M) (1.7&)

Az el felismerés, hogy it6l flggetlen esetben az elektromos jelenségkortd leir
egyenletek, az (1.&7 b, c¢) teljesen flggetlenek a magneses egyenldteltz (1.77)
egyenletcsoport altal leirt jelenségkoredektrosztatika

Az (1.78) egyenletek csak akkor fliggetlenek aktedenos térdl, haJ = 0. Ez az eset a
magnetosztatikgelenségkare.

Ha J # 0, de az aram és a tébbi mennyisétbeh nem valtozik, ez stacionarius aramlas
jelenségkore. Az (1.6 folytonossagi egyenlet értelmében ekkor div= 0 és az aramra
vonatkozo alapegyenletek
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rotE = 0, dy= 0, J=0(E+E,) (1.79)

Az egyenletek teljes analdgidban vannalo & 0 tértoltés nélkili elektrosztatika egyenletéiveérdés, hol
lehetnek a tér forrasai? Valasz: az elektrédakbelptzked fellleti toltések Iétrehozhatjak a teret.

A stacionarius magneses tér egyenletei az (1.gggrdetek, amelyekbed-t adottnak
tekintjuk, illetve az (1.79)4l hatarozzuk meg.

A kégibbiekben latni fogjuk, hogy az dtbl fuggetlen jelenségek magukban rejtik azt a fele#ést, hogy a
fénysebesség végtelen nagy. llyen értelemben myidsak kdzeltt megoldast jelentenek.

2. ldsfugg jelenségek

A Maxwell-egyenletek teljes rendszerét jelentik. Aelenségkort o6sszefoglaléan
elektromagneses hullamoknalevezzik. Van azonban egykevésbé definialalesetlnk,
amikor az eltoldsi aramtdl eltekintink: a hullamtglenségei kozott eltekintink az
elektromos tér valtozasa altal keltett magnesesl tér

oD

A <<|J| feltétel figyelembevételével &vazistacionarius jelenségetgyenleteihez

jutunk. Ez a kozelités igen jolitkddik a villamos gépek terlletén, ahol nagyok aewesi
aramok és nagy a magneses tér intenzitasa, de &ié®kvencia, és ezért lassu a terek
valtozasi sebessége.

A kvazistacionarius jelenségek ragegileg eltérnek a hullamjelensédikt

A Maxwell-egyenletek tiszta szinuszathali valtozasa esetén

A gyakorlatban a szinuszosoéloeli valtozas kitlintetett szerepEnnek oka egyrészt a tiszta
szinuszos gerjesztés gyakoriéferdulasa. A forgogépek és a rezonatoros oszaithéto
(rezgpkor, Uregrezonator) szinuszos fesziltséget, illéivemot allitanak 81 Masrészt a
Fourier-transzformacio igen altalanos fliggvényegtés lehaivée teszi az idben valtozo
jelenségek vizsgalatanak visszavezetését szinugegesztésre. Nem mellékes, hogy a
szinuszos gerjesztés teszi léivét az impedanciakoncepcio altalanos hasznalatéerér
lejatszddo jelenségekre is.

Tiszta szinuszos dtbeli valtozas esetén komplex szamitasi technikdeigiozunk. A haldzat-
elméletldl ismert médon a szinuszos jeleket komplex ampfificexponencialis fliggvények
valds részekent értelmezzik

E(rt)=0E ()€, (1.80)

H(rt)=0OH )&, (1.81)
ahol a ~ (tilde) a komplex amplitadét jelenti, a valos (realis) rész jele.

Figyelem! Az elektromagneses jelenségek targyalasa sorardignina mennyiségek
komplex amplitadojaval dolgozunk. Ezért ezt altatabam jeldljuk kalon.

Az idobeli derivalt a komplex amplitidéra felirt egyeblen a d/ot - jw
szorzOoperatorba megy at, igy az (I) és (II) Makeglenlet alakja
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rotH =J + joeE = (o +j we)E (1.82)
rotE =—jowuH . (1.83)
(1.82) feltételezi, hogy csdktér altal létrehozott vezetési aram szerepel gerdgtben.

Az (1.82) egyenletet az

t(w)=¢e-jo/w=¢(w)-je'(w) (1.84)

komplex permittivitasbevezetésével még egydgar alakba irhatjuk. Itts” lathatéan a
veszteségeket irja le. Ez a veszteség nemcsak es waegeatképességhi, hanem mas
mikrofizikai hatdsokbdl is szarmazhat. A vesztekéggellemzi a o veszteségi szdg. A
veszteségi szogre

go=%. (1.85)
£

Hasonléan értelmeztied komplex permeabilitas

p(w)=p (w)-ju'(w), (1.86)

ahol a képzetes rész a permittivitashoz hasonldéaszeségeket reprezentalja.
Az egyenletekben a komplex amplitidokhoz hasoniddmmplex anyagallandokat sem
jeloljuk kulon. Igy az els két Maxwell-egyenlet alakja homogén kdzegben

rotH (r; w) = jwe(wE (r; w), r@ (; w)=-j au(wH ; w). (1.87)

Monokromatikusalkaz egyetlen frekvencian lejatszodo tiszta szinsigatyamatok. A ki-
fejezést az optikabdl kdlcsonozték, gorogil ,egy$zi,egyetlen szint tartalmazd” jelentés
Monokromatikus esetben az paraméterként jelenik meg az egyenletben. Tobbémbias
esetben a térjellemaektorok és az anyagjelledhmennyiségek is a frekvencia fliggvényei.
A Poynting-vektor szinuszosifidggés esetén
A Maxwell-egyenletek komplex alapjdbdl energia-ragdgyenlet vezethetle. Ennek
kovetkezmeényeit egy aspektusa kivételével nem lidjsikna tovabbiakban. Ezért a levezetést

€s az energiaegyenletet nem részletezzik.
A Poynting-vektor komplex alakja,keomplex Poynting-vektatefinicidoszeiien

s:%@xHﬁ, (1.88)
ahol * a komplex konjugéltat jel6li.
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Az Y szorz6t az indokolja, hogy amplitidokkal @sértékkel) szdmolunk. A komplex
Poynting-vektornak altalaban van valds és képzeisze is. Ennek megfeteln a fellleti
integralja a zart fellleten ataramlo hatasos égdthtaljesitményt adja

P+jQ=pSdA. (1.89)

A hatasos teljesitmény a veszteségeken atalaKekir@magneses energia mellett az
elektromagneses sugarzassal eltavozé energiatrtalmazza. A medi teljesitmény a
negyedperiddusonként oda-vissza aramlé elektronségnenergiat szallitjia, amely a térben
tarolt.
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2. AZ ELEKTROMAGNESES TER ES KOZEG KOLCSONHATASA

A dipolus

A magneses tér alapegyenletdikovetkezik, hogymagneses toltésem létezik. Az anyagok
mikrostruktlrajanak ismeretében tudjuk, hogy aktetenos toltés is igen kiegyensulyozott,
hiszen egy atom 0Ossztbltése zérus. Ezért a (nerdioniatom kifelé nem hoz létre a
Coulomb-potencialnak megfeteteret.

Felmeril a kérdés: létezik-e zérus ossztoldemi toltéselrendezés, amely zérustdl éltér
teret és potencialt hoz létre? Ha ilyen nem léteanpermanens magnesek viselkedését a
Maxwell-egyenletek alapjan nem tudjuk leirni.

Szerencsére van ilyen toltéselrendezésliplus A dipdlus két, egymastol igen kis
tavolsagra elhelyezkédazonos abszolut érigkde ellentétes gkli toltés egylttese. A dipblus
szerkezete olyan, hogy a toltéseket nem engedi alo®b-ed hatasara elmozdulni.
Helyezzik a két toltést egymastdhvolsagra az origd kdzelébe a 2.1. dbran latmtdonD
pontba.

P(x,z,y)

r-u

+Q

-Q
D

2.1. abra.A dipdlus potencialjanak levezetéséehez

A toltéselrendezés altal Iétrehozott potenciBl@ontban

¢(p)_i(9_9}g(g__ljz_@{_l 1}, 2.1)

Cam\r, ) A \r, 1) 4m, |r_+||_ﬂ

Ha azl tavolsag-nél sokkal kisebb, a zaréjelben allo kifejezésdtiiaet) az alabbi modon

11 1
] ﬂ~lgradD o (2.2)
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ahol jeloltik, hogy a differencialast B pont koordinatai szerint végezzik. Ezzel a
kozelitéssel

#(P)~—2 graq, > 2.3)

Az elemi dipdlust agy szarmaztatjuk, hogy a kdtég&i minden hataron tul kozelitjuk
egymashoz, mikbézben@ = p szorzat allandé marad. Ekkprelnevezésedipdlusnyomatéek
vagy dipélusmomentummeértékegysége: . A (2.3) egyre kisebb hibaval adja meg a
toltéselrendezés potencialjat, mig hataresetben

¢(P)=428 grad;%- (2.4)

Létezik elemi dipol? Nem, de adott toltéseloszés tgen jol kozelithétvele. Az absztrakcid
ugyanolyan jellets, mint a pontszér toltésé. Tudjuk, hogy kozelités, de elfogadjuk és
szamolunk vele.

Megjegyzés: Aki a Dirad-t ismeri, latja, hogy a pontsdertoltés griségfiggvénye egy térbeli
(haromdimenzioés) Diraé- A dip6lus toltésériiséges derivaltja.

A szamitasok soran altalabanPapont koordinatai szerinti derivaltakkal szamolunk.
(Gondoljunk csak a térkiszamitasra a potencialbBigrt (2.4)-ben is attériink R pont
koordinatdi szerinti derivalasra. Miutan

r =% %) + (Yo~ %) +(%- 2)° (25)

nyilvanvald, hogy & ésD szerinti derivaltak csak @kelben kilonbbéznek. Ezért

__ P 1
¢(P) = 1z, grad, C (2.6)

Megallapodas szerint@dipolnyomatéla negativ toltéét a pozitiv téltés iranyaba mutat.
A potencial masik kifejezése

2 2
4rE, r e, r

aholrg azr iranyba mutat6 egységvektaf, ap ésr altal bezart szdg.

Némi szamolassal igazolhat6, hogy a t&€sség kifejezése

E(P):i[mr —ﬁ}. (2.8)

arE,| r* 0 r®

A pontszeti toltés 1f* tavolsagfiiggésénél a dipdlus tere a végtelenbemsgpban, 7
aranyosaniinik el.

Vizsgalhaté dipolus viselkedése elektromos térbdmogén tér lathato a 2.2. dbran.
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E
2.2. abra.Dip6lus homogén étérben
E=Ei, (2.9)
p=0Ql(cosdi+sindj). (2.10)
Az ered e
F=F,+F. =QE+(-Q)E=0. (2.11)

A dipdlusra tehat nem hat (transzlacios), éorgatonyomaték azonban igen
T:er:Ix(QE):QXIE:pXE. (2.12)
A (2.9) és a (2.10) 6sszefiiggés felhasznalasaval
T = pE sing. (2.13)
A nyomaték tehat az elektromos tér iranyaba igyi&Kkszforgatni a dipolust.
Ha a me& nem homogén, a dipolusra a forgatbnyomatékon kévéth eré is hat, a
dip6lus elmozdul a térben.
A dipo6lus alkalmazésa
Adott toltéseloszlas terét viszonylag pontosarrjakaszamitani. Hatarozzuk meg azt az
egyszeii eloszlast, amelynek potencialja ol kozeliti agékloszlast!
Ha a tavolsag elegetein nagy és a tér finomabb részletére nem vagywdngsiak, a

toltéseloszlas helyettesithetgyetlen ponttoltéssel a 2.3. abra szerinti modon.

1
a7,

¢(P):$J'€dV: géjpdv: 1 G‘F% (2.14)

4,

ahol azr = R az egész toltéselrendezésre kozelitéssel éltinkR Artékét egy, a toltésen
beluli pont hatarozza meg. A kozelites semleg@s=( 0) toltéselrendezésnél nem ad
értékelhet eredményt.
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2.3. abra.Helyettesib toltéselrendezés szamitasa

Ez a helyzet nem olyan ritka, hiszen az atomok északbdl felépidl struktarak pozitiv és
negativ 0ssztoltése alaphelyzetben azonos. De elité& mindenképpen romlik, ha &
tavolsag annyira lecsokken, hogy a tér nem tekiith@émbszimmetrikusnak.

Eljiink ekkor az alabbi kozelitésseldahelyvektorral rendelkézdV térfogatr tavolsagat &
ponttdl hatarozzuk meg ugy, hogy davektor R helyvektorra vett vetuletét kivonjuk a
helyvektorbdl, azaz

r =R-dr,, (2.15)

aholry azR iranyu egységvektor. HaRipont tavolsaga elegeteh nagy, a két vektor kozel
parhuzamos, a (2.15) kdzelités hibaja igen kicsi.

A potencidl kifejezésébe helyettesitén%l kozelitése
r

E:—lz_lg;:_l(l+£j, (216)
r R-rg R(l_rodj R R
R

ahol az 1R magasabb reridagjait elhanyagoltuk.

A potencialfuggveny:

1 32 {pd av (217)

7(P)= v, R

1 jﬁdv:—ljﬁ(ﬂﬂjdv: 1 G}IpdV+
4rE, I dre,y R R dE, R|

A fenti kifejezés

jpdv=Qésjpd & =p (2.18)

jeloléssel

p(P)=— 2+ o (2.19)
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alakba irhatd. Lathat6, hogy a térbeli toltéselsHgy ponttoltéssel és egylipélnyomatéku
dipélussal helyettesithigtaholQ ésp az eloszlasbol a (2.18) dsszefliggés alapjan dzaidit

Megjegyzések:

1
1. A potencial (2.19) formulaja egyértdlen a nggvényE hatvanyai szerinti soranak élkét tagja. A sor

természetesen folytathat6. A magasabb {elagjok Ugynevezetinultipélusokpotencialjai, a sor a potencial
sorfejtése multipélus-potencialok szerint. A magdiseendi tagok egyttthatdinak szamitasa egyre bonyolultabb.
Szikség van ra, ha a szimmetria miatt a dipolusmtume zérus. llyen tulajdonsaga van példaul a,-CO
molekulanak.

2. Ha az 0ssztoltés nem zérus, definidlhatd aégkbzéppont” a tdmegkdzépponthoz hasonléan. &406lt
kdzéppontjanak definiciéja

jpddv—rtkjpd\/=0, (2.20)
azaz

XN

—v P 2.21
M PYVAREe (2.21)

az onkényesen felvelt origobdl mérve.
Elvi jelentésédi a kovetke# felhasznalasi példa.
Ismerjik a fellleti toltést és potencialjat

1 (odA
p=——|—.
4rE, s T

(2.22)

Ezen a fellleti téltésen a potencial folytonos,zaaaonos a felilet két oldalan. A potencial
normalis iranyu derivéltja valtozik a 2.4. dbrath&#d6 maddon.

Nz

(1)

2.4. abra.A fellleti toltés potencialjanak meghatarozasahoz
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A Gauss-tételt alkalmazva az abrén lathat6 felglésra bezart térfogatra

UdA:‘fo(%*'%j dA= —5{(%j —(%j}d&
on, odn on), \an),

ahonnan

(%j =£+(%j _ (2.23)
on);, & \on),

Képzeljuk el ezek utan azt a dipdlus analogiajaedakitott helyzetet, hogy két azonos
abszolut érték de ellenkeé& elojelt felUleti toltéssiriséggel ellatott réteget igen kozel
helyeziink el egymashoz! Az elrendezédss rétegneknevezzik (2.5. abra).

X _ +cdA

2.5. abra.Kettés réteg potencialja

A kettss réteg ao ALAn[M nyomatéku dipdlusok folytonos elosztasa a felilet An a
két felllet tavolsagan a negativ toltésfellletil a pozitiv toltéd felé iranyitott, a fellletre
merleges egysegvektor. Ha a fellletek kozotti tavoldgy csokken, hogy aAn szorzat
alland6 marad, az idealis kégtréteget kapjuk. Ennek jelleje a

vV =o4nn E (2.24)
m

a ketbts réteg fellleti nyomatéka.

A kettos réteg @ fellleteleme elemi dipdlnak tekintlietdA dipolusnyomatékkal. Ennek
hozzjaruldsa a két réteg potencialjdhoz a (2.4) 6sszefiggés alapjan:

d¢ = ! vV grad1 dA.
4 r

0

A teljes ketbs réteg potencialja a sok elemi dipdlus potencgiakaisszegzésével kaphatod
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1
47,

v A (2.25)

¢= onr

1 1 1 01
J;v grad? OA:4—71£0J;V graeg‘ a= J'

0A

A Kkettés rétegen a potencial normalis iranya derivaltjydmatosan halad at, viszont a
potencial ugrik, eltér értéki a ketts réteg két oldalan. lgazolhaté, hogy

g, -9, =vlg,. (2.26)

A fellleti toltés és a keis réteg potencialja és tééssége a véges vastagsagu elrendezések
tulajdonsaganak hatarértékeként értelmezhet

A kettés réteg jeleritsége, hogy a természetben fefiéqruktirak igen j6 modellje lehet.
Példa: az @& szervezetek sejtfalanak két oldalan ellentéteséd6halmozodik fel és
potencialkilénbség van. A sejtfal modellje elektoanszempontbdl a két réteg.

A kbzegek hatasa a térre

A konstituciés egyenletekben a lefietlegegyszdibb feltételezéssel éltink: az
intenzitdsvektorok és a gerjesztett vektorok kdhothogén, lineéaris és izotrép dsszefliggés
all fenn. A med kolcsdnhatasa a kozeggel ennél bonyolultabb déggéseket is teremthet.

A kozegekben tér hatasara dipdlusok alakulnakdyes esetekben, példaul ferromagneses
k6zegekben a dipdlusok a trtliggetlendl, allanddan Iéteznek.

A tovabbi megfontolasokat elektromos dipllus esetiesszik. Az alapdsszefiiggések
magneses dipo6lus esetén lényegében azonosak.

A dielektrikumokat a bennik elhelyezkedipélusok griisége jellemzi. LegyerN az
egységnyi térfogatban lévdipélusok szama. Ekkor a dipdliiséséget a kdzegben a
polarizacio vektora adja meg

P=NQl= hpigcmm%. (2.27)
m m

A dipolusdiriség meértékegysége és dimenzidja megegyezik azasltobktoréval (és a
fellleti toltésgriségével). Ez lehet véletlen, de aligha az.

A dipélusdiriség hatdsanak vizsgalatastelnézzilk meg, miért is alakulnak ki a dipélusokére kell
bocsatani, hogy a kdzegek elektromosan altaldbategesek, a pozitiv és negativ toltések dsszegegpegik,
és igy egészében semlegesitik egymast. Ez all gagakisebb részeire, atomokra és molekuldkra is. Az
elektromos tér hat az atomok és molekulak toltészecskéire, és igyekszik azokat elmozditani. Atjyoés
negativ részecskék ellenkezanyba mozdulnak el. Elszakadni egymastol azomtean tudnak, mert az atomot,
illetve molekulat 6sszetartd & ezt megakadalyozzadk. A deformalédott anyagré&eegmzitiv és negativ
toltéseinek kdzéppontja tobbé nem esik egybe, éniedaddig fennall, amig a kidlelektromos tér hat. A tér
jelenlétében tehéat a kbzeg meghatarozott dipittiséggel rendelkezik.

Tételezzuk fel, hogy a tér hatasara kialakult biggiriség egyenletes eloszlasu. Ekkor a
kozeg belsejében a szembefordulé pozitiv és negditigsek semlegesitik egymast. Mas a
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helyzet a dielektrikum fellletén (2.6. 4bra). Auleten a toltéssiiség éppen a kompen-
zélatlan polarizacios téltés

Jpol

-p (2.28)

+ [+ |+
+ [+ |+
+ [+ [+

2.6. bra.Dip6lusok a kdzegben

Tételezzlk fel, hogy a dielektrikum egy sikkondeozéEemezei kozt helyezkedik el (2.7. &bra).
A kondenzator fegyverzetén legyen a teret — ésaigpolarizaciot is — létrehozé valodi

toltésdiriség. A Gauss-tételt alkalmazva a dielektrikumonilbeteret a teljes fellleti
toltésgsiriség hozza létre

-}

el na L

u- + 1 S 4+
=+ e

=i 1

v v

2.7. &bra.Polarizalt dielektrikum

, (2.29)
80

ahonnan a (2.28) 6sszefuggeés felhasznélasaval
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D=0=¢E+P. (2.30)
Altalanossagban (2.30) vektorialis megféjét hasznaljuk (lasd 1.2y

D=¢g,E+P. (2.31)

A (IV) divD = p egyenletbl (2.31) behelyettesitésével és némi rendezéskagjuk, hogy
. 1 .
divE =—(p- divP), (2.32)
o

amit (2.29) dsszefluggéssel 6sszehasonlitva laltjogy a polarizaciés toltés altalanossagban a digifiiiség
negativ divergenciaja (2.8. abra).

P o P
+ -[F %
Y ]
ZE e
+ -3 Iz -
+ -1y i

2.8. &bra.Ha P polarizaciévektor divergencidja kilonbozikustél, tértoltés Iép fel

A (2.31) osszefliggésnek az egyenletek felirasmpgaetjabdl akkor van jeletsége, ha
ismerjuk aP éskE kdzotti kapcsolatot. Kis térésség esetén a mennyiségek aranyosak és egy
iranyba mutatnak:

P=g,x.E, (2.33)
aholy (>0) az elektromos szuszceptibilitas. Ezzel (23)-

D =¢,(1+ x,)E = £,6 E = ¢E, (2.34)
ahol azz, relativ permittivitas definiciojat is megadtuk.

A magneses térben a &= 0 allitas alapjan a tér léetrehozasaban a magnékésnem csak
magneses dipblusok jatszhatnak szerep&.68H kozti kapcsolat (2.31)-gyel anal6gidban a

B=(H+M) (2.35)

alakba irhato, ahdl a magnesezettség, a magneses dipdég vektora (lasd 1.¢8

Linearis esetben
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M=xH, (2.36)
aholy, a magneses szuszceptibitas. Ezzel
p= (14 X0 ) o = 1 Mo (2.37)

amely teljes analdgidban van az elektromos jelexide.

Az alapved kiulonbség. €sym nagysagrendjében van. Amig az elektromos szushitépt
ertéke altaldban 1 és 20 kozoétt van, bar ennélatdggriékek is éfordulnak, a magneses
szuszceptibilitas értéke nem ferromagneses anyagdld® < ym < 10 nagysagrerid A nem
ferromagneses anyagok a teret gyakorlatilag newly@efoljak. Ferromagneses anyagoksa
akar a 10t is elérheti. Ferromagneses anyagoknal illuzé&rikulinearis modellel szamolni.
llyenkor a konstitutiv relacio nemlinaris:

B = F(H). (2.38)

A nemlinearis kapcsolat a 2.9. abran lathato.

AB

2.9. abra.Magneses hiszterézis

A legszembdinobb, hogy a fliggvény nem egyérielB aktualis értéke az @letol flgg.
Li(;leéris 0sszefliggést csak kezeletlen anyagokesskig terek esetén kapunk.értéke 10 és
10" kozotti.
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Térjellem#’ vektorok a kdzegek hataran

A vizsgalt térrészekben a kézegek inhomogének metketEnnek leggyakoribb formaja, hogy
eloirt fellleteken az, u és o kozegjellemak hirtelen valtoznak. Az ugrasstewaltozas
kovetkeztében a térjelleaektorok is ugrasszéen valtozni fognak. Ennek az ugrasnak a
meghatarozasa a kovetkezelkitizés.

Mint az elektrodinamika valamennyi feladatat, Bsztiz alapegyenletekkel oldjuk meg a
szemléletes integralis egyenleteket felhasznalva.

Az elektromos térésség vizsgalatdhoz a hatarfelllet kozelében vegyéhlegy kis
hurkot (2.10. abra) a feltlet mentén.

2.10. abra.Elektromos térérsség kdzegek hataran

Az (1.44) egyenletl

- _[9B
jSE dl = {at dA , (2.39)

|
amit az adott geometriara alkalmazva

E,l-E,l= —%—?Idl . (2.40)

Zsugoritsuk a hurkot a feluletre, azdz-d 0. Ekkor (2.40) jobb oldala @ik, mivel %_ItB

nem tart a végtelenhez,
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Elt = E2ts (2 41)

azaz a felllet két oldaldan az elektromos t#8®ég tangencialis komponense azonos, a
tangencialis komponens folytonos.

Ez az Osszefliggés vektoridlis formaban(E, -E,)=0 alakba irhat6, ahoh a
hatérfellletre méteges, a jeli kozeghbl a 2 jelt kzegbe mutatd egységvektor.

Sajatos esetet kapunk, ha az egyik kézeg ideélisty Idealis vezdtbens—o, 1l6—0.
A kozegben a térésség, és igy tangencialis komponense is zérus, | ndsdleges
aramsiriség esetére = Jlo = 0. Ennek megfeléen idedlis fémfellleten a téfmiség
tangenciélis komponense zérus

E = 0. (2.42)

Mas szavakkalidealis féem fellletére az elektromos tés=eg mindig méteges.
Hasonl6an a magneses téssegre az (1.46) egyenlétb

@Hd=pcﬁ. (2.43)

Az egyenletbl az ebzéekhez hasonl6 megfontolassal elhagytudeot tagot.

A 2.10. abran lathaté hurokra, illetve az altalalkéett feluletre integralvaH helyéreH-t
helyettesitve)

HJl-H,l=J1d. (2.44)

Van létjogosultsaga azt feltételezni, hagyl allandé marad a hataratmenet soran. Ez a
felileti aram, amelynekisiisége
A

nJd =K —. (2.45)
!J[no m

Ezzel a fellleti aranisiiséggel
Hii—Hx=XK, (2.46)

azaz a fellleten a magneses sség tangencialis komponense a fellileti arartisegének
megfelet értékkel ugrik. (2.43)-bol kovetkezik, hogy (2.46) K vektor Hy; — Harre
memwlegeskomponensére érvényes. Ezért vektoridlisan az

nx(H,-H,)=K (2.47)

Osszefliggés érvényes a 2.11. abran lathaté médon.
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Hie-Hat

2.11. abra.Magneses tér folytonossagi feltétele

FelUleti aramgriség hianyaban a magneses tésmeg tangencialis komponense folytonos.

Ferromagneses kozegbgr»wo, ezértH = B/u = 0, a magneses téésseg zérus. A kdzeg
felszinén nem lehet tangencialis tésseg-komponens és igy a Kiitérben is

H =0, (2.48)
azaz ferromagneses kozeg felszinén a magnesdsségnensleges

Idedlis vezdt felszinén elenyégzvékony szabad toltésréteg tud kialakulni. Ez nem
tévesztend O0ssze a sziget#k felszinén kialakulé polarizacios toltéssel, amdipdlusok
kompenzalatlan toéltésének kévetkezménye és heldiéit.

A vezeb felszinén kialakulo toltésekre hat a Lorenté;er toltések fellileti &ramot hoznak
létre. Miutan végtelen j0 vezddien az elektromos téfemség elinik, az (1.36) egyenlet
értelmében a magneses indukcio ifirek és igy a magneses té&sseg is zérus, feltéve, hogy
a kdzeg permeabilitasa véges. Ezért az igy kiadatallileti aram megegyezik a magneses tér
tangenciélis komponensével

Ha =K, (2.49)
vektorialis formaban
nxH, =K. (2.50)

A tovabbi két térvektor eltéen viselkedik. Ennek oka, hogy amig BzésH vektorok

V4

kapunk adatot.

A magneses indukciéra vonatkozé hatarfeltétel niagdhsahoz helyezziink egy lapos
hengert a hatarfellletre a 2.12. abra szerint diglan, hogy a hatarfeltlet normalis vektora és
az A fellletek normalis vektora egy iranyba mutasson.
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2.12. 4bra.Magneses indukciévektor kozegek hataran

A henger fellletére a (Ill) Maxwell-egyenlet intélis alakjat alkalmazva kapjuk, hogy

[divB dv =$B dA =B, AA- BAA+ dp, (2.51)

ahol d?> a henger palastjan felléfluxus.

Zsugoritsuk a hengert a fellletre oly médon, hoggsdigy @ is tartson zérushoz. Végezetul
kapjuk, hogy

B,,AA- B AA=0, (2.52)
ahonnan
BZn = B]_n. (2.53)

Tehdt a felileten a magneses indukciovektor nosmitimponense folytonos. Vektor-
jeloléssel

(B, -B,)n=0. (2.54)

Hasonl6 gondolatmenettel az eltolasi vektoBdélyéreD-t helyettesitve)
jpdv:p dlAA:j'pD dA=(D,, - D,,) AA+ dy, (2.55)
\% A

ahol dy az eltolasi vektor fluxusa a henger palastjan.aBnennyiség ldcsokkenésével a
nullahoz tart. Nem ez a helyzep al AA toltéssel, ha a hatéron fellleti toltés van. Ekkor

limp d =0, (2.56)
d—o0

és vegul
Don—Din=o0. (2.57)

A (2.57) jelentése, hogy az eltolasi vektor norm&omponense ugrik, ha a kdzeghataron
fellleti toltés van. Ellenkézesetben az eltolasi vektor normalis komponensgdiods.

Vektorialis formaban
(D,-D,)n=0. (2.58)
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Ha az egyik kdzeg idedlis vedetibbanE = 0 és igyD = 0 is igaz(£¢ oo). EkkorE ésD is
mesleges a hatarfellletre, és
p=cg. E=Z. (2.5%, b)
£

Az araméiriségre a folytonossagi egyenlet alapjan az6zéelkhez hasonlo
gondolatmenettel a kbvetkérgyenlet irhato fel
J%—Jm+dNFK=—%§. (2.60)

Ez a fellleti toltésgtiségre érvényes folytonossagi egyenlet. A bennegbBedive a fellleti
aram divergenciaja. A fellleti toltés a térfogatardok nélkll is valtozhat, ha fellleti aram
forméjaban folyik.

A térvektorok toréstorvényei

Az el6zéekben lattuk, hogy a térjelleza/ektoroknak csak az egyik komponense folytonos.
A masik komponens értéke az anyagjelléktél fiigg.

A 2.13. abran lathatjuk a villamos térvektorok kselését egy hatarfellleten, ha ott nincs
fellleti toltés. A fellletre méteges irannyal bezart szégekre:

tgoy, _ E\/E, _D,/D, _& (2.61)

tga2 E2t / E2n DZt/ D2n 82.

&1 E1n a2) E2t

E2n 82

Et

2.13. abra.Elektromos tér toréstérvénye

Erdemes megvizsgalnunk azt a helyzetet, amikorggik eermittivitasérték joval nagyobb,
mint a masike; — « esetén tgr, — 0, azaz a térésség kozeledik a fellletre néézges
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allapothoz. llyenkor tgu >> tgay; azaza; >> ao; a1 — 9. A téreBsség vektora a felllethez
hajlik a nagy permittivitasu kozegben. A tér mintgbedirtisodik” a feltlet kbzelében.

Magneses térjellendkre is a (2.61) alkalmazhatéutatis mutandis E helyéreH-t, D
helyéreB-t ése helyéreu-t helyettesitve a formula és a meggondolasok éhe&mmaradnak.

Stacionérius, iében valtozatlan esetben az aram vektorara az aakl@ppjan (2.61)
valtozatlanul érvénye§) helyébel-t és & helyébes-t helyettesitve.

Altalanos esetben ilyenkor a két kozeg felilletéités keletkezik, éD mebleges
komponense nem megy at folytonoson a fellleterel#ldti toltésériiség

o= DZn—Dln:%—%]Jn. (2.62)
2 1

ami csak az,/o, = e1/01 specidlis esetben zérus.

Az elbzéekben lattuk, hogy ezek a megfontolasokbieh valtozé terek esetén nem
érvényesek.
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3. ELEKTROSZTATIKA ES STACIONARIUS ARAMLASI TER

Poisson-egyenlet, Laplace-egyenlet, Coulomb-poteati
Az elektrosztatika alapegyenletei vAkuumban:
rotE=0, divD=p, D=¢,E. (3.1a, b, ¢)

A 1. fejezetben lattuk, hogy a (&)legyenlet kbvetkeztében az elektromos t@sEget a
skalarpotencial gradiensével fejezhetjik ki, azaz

E =-gradg, (3.2)

és (3.1)-bél
dive =2 (3.3)

gO

felhasznalasaval adodik a

div gragp = -2 (3.4)

0

A div grad ketés derivalt olyan gyakran fordul &la vektoranalizisben, hogy kulén
szimbolumot és elnevezést kapott. A

div grad =A (3.5)
alaplace-operatorDescartes-koordinatddan

9> 09°> 0°
t—+—.
x> o9y* 07

(3.6)

A (3.4)—(3.6) 0sszefliggés felhasznélasaval az istdiedseloszlas potencialjanak egyenlete a
Poissoregyenlet

A tér azon helyén, ahol nincsen téltés, az egyetieegy a homogén Laplace-egyenletbe
Ag=0. (3.8)

A (3.7) megoldasa a kovetkiez
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A pontszeii toltés terének ismeretében kiszamithat@ #ltés potencialja, az un. Coulomb-
potenciél.¢(oo) =0 valasztassal a Coulomb-potencial alakja

1R (3.9)

ArE, T

¢:

Egy elemien kicsi @' térfogatban elhelyezkéd toltést ponttdltésnek tekinthetlink, igy
hozzajarulasa egy kiterjedt toltéseloszlas pot¢jabidz

dg = 1 mo(r’)dV’

CamE, |r-r|

(3.10)

Ezen potencialok szuperpozicidja eredményezi astdlpltéseloszlas potencialjanak (3.11)
kifejezését a 3.1. abra szerinti médon.

_ 1 oepl) o
o(r)= pe— Vj molv (3.11)

2(

®
0

3.1. abra.A (3.11) formula értelmezéséhez

A fenti megoldas nem matematikai, hanem fizikaipata sziletett. A szigorl matematikai levezetés
bebizonyitja, hogy a Poisson-egyenlet megoldaggeetesz a

¢:_i A_¢d\/+i }%dA__lJ'Q¢i_ldA
4’ r 4re, 1 on 4re, " onr

© Hungarian edition Miszaki Kényvkiadé Kft., Budapest, 2008
Minden jog fenntartva. 55



egyenletnek, ahala dv térfogatelem tavolsaga attdl a ponttdl, ahol &poilt keressiik. A fenti kifejezés a zart
A felulettel hatarolty térfogatban érvényes. A jobb oldal&kagja a (3.7) egyenletre tekintettel a térfogatban
elhelyezked toltés hatasat irja le. A szigori matematikai Etés ennek a tagnak a megjelenésével a Maxwell-
egyenletekBl szarmaztatva eljut a Coulomb-potencidlig. igy @au@mb-térvény a Maxwell-egyenletek
kovetkezményeként adodik.

A jobb oldal masodik és harmadik tagja a vizstgifiogaton kivil elhelyezkédtéltések hatasat jeleniti meg
a vizsgalt térfogatban. Latjuk: ehhez meg kell gési elegentlis megadni) a hatarol6 felilleten a potenciél és
normalis iranyd gradiense értékét. A két kifejemém fliggetlen, ezért egymastol fliggetleniil nem tdimeeg.

A kégibbiekben bebizonyitjuk, hogy a hatarol6 fellletéegend vagy a potencialyvagy a normalis iranyu
derivaltja megadéasa a feladat egyértelmegadaséahoz.

Ezért a fenti kifejezés inkabb azonossag, mintszamitasi utasitas. Fizikai tartalma azonban remidlki
érdekes.

A jobb oldal masodik tagja a felileti toltésrétgatencialja, mig a harmadik tag Kestréteg. igy a fizikai
tartalom nyilvanvalé: a vizsgalt térfogaton kivtditések hatasa ugy is figyelembe véhehintha a fellleten
fellileti toltés és ket réteg lenne. Ezeken a fellleteken a &&sa¥g, illetve a potencial ugrik. Ez az ugras éppen
akkora, mint az élrt hatarfeltétel, tehat ha téltés és &stréteg fizikailag jelen volna a fellleten, ez azt
jelentené, hogy a fellleten kivil a potencial é&sraisség is zérus.

A zart fellleten bellli toltés is helyettesithetfellletre tett toltéssel és kitréteggel, mikdzben belil zérus
teret és potencialt feltételezliink. Specialis esetha a feliilet ekvipotencialis, elegénd fellileti tdltésréteg
helyettesit toltésként. Ezt a tényt az integralegyenleteketlalazd megoldasi moédszernél felhasznaljuk.

Az egész térben tortdrpotencialeloszlas meghatarozésa esetén a fergnkgyjobb oldaldnak mésodik és

harmadik tagja elinik. Ennek feltétele, hogy toltés csak a végessztien legyen. Ekkor a potencia;J, a

potencial derivéltja% aranyban itnik el a végtelenben. Mindkét integrandusz tehég nagysagreni

mikdzben az integralasi felul&f-tel aranyos.R — o esetén tehat az;—st ~% rendbentinik el az integréal.

Ezért az egész térben a megoldas (3.11) alakjabatdile.
Megjegyzések:
1. A potencidl (3.11) alaku kifejezésébe a fiiilvonalszdr és ponttoltések is beleértéihd Kozuluk a

fellileti toltésnek kitlintetett szerepe van (fémetidék fellletén és kulénbdékdzegek hatarfeliiletén), ezért
a potencialok kifejezésében gyakran kilon is szdteipik

2 Lop() g o)
¢(r)-4nEOJ' v +47E0j ~ oA (3.12)

ahol R:|r -r '|.

A kifejezésben csak 6vatosan lehet kezelni a varéis$s a pontszértdltés potencialjat, mivedzingularis
tulajdonsaguak, a végtelenhez tartanak, ha megkjdked toltést, azaR—0.

2. Kétdimenzids feladathoz jutunk, ha az eleméd az egyik koordinata mentén ,végtelen’. Ez a
gyakorlatban azt jelenti, hogy az elrendezés hosszaltozatlan keresztmetszettel — olyan nagy, hagy
végek hatasatél a vizsgalt térkdzben eltekinthet@iibkor (3.12)-ben a végtelen hosszu vonaltéltésntk
ismeretében az R/helyébe In(1R)-t irhatunk

1 A | Nl
¢(r)—2—ngoj'p(r ) InEdA +2—ngoj'a(r )Inﬁdl . (3.13)

3. A fenti megfontoldsokat szabad térbenakialdé mesre tettiik. Amennyiben a téltések polarizalhatéd
szigetebk kdrnyezetében helyezkednek el, a tér szamitadismabei kiilbnbdzhetnek attdl fitggn, hogy a
dielektrikum homogén (az egész tér azonos kozegmelkitdltve), vagy inhomogén térrészenként valtozo
permittivitassal.
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A) Homogén dielektrikum esetén valaszthatunk: vagyalddi és polarizaciés toltés 6sszegeként kiddod
szabad téltéssel szamolunk, vagy a valddi toltésdluk fel a Poisson-egyenletet. &lssetben, szabad
toltéssel szdmolva,

Pszabag= L~ diVP, (3.14)
amivel
Ag = — Przabag (3.15)
£0

Valodi toltésekre:
Ap=—-—. (3.16)

B) Térrészenként valtozé permittivitds esetén addialtdltéssel célszér szamolni. A dielektrikumok
hatarfellletén a térvektorok folytonossagi fel@tetrvényesek. A Poisson-egyenlet megoldasakoE az
tangencialis komponensének folytonossaga

9. =9, (3.17)

az eltolddasi vektor normalis komponensének folgtsdga

09, _ 09,

E—=E€ (3.18)

Yon  ? on

alakba irhaté, ahol %— jelélés a gradiens felilletre néégges komponense
n

0
—¢:grad¢m. (3.19)
on

4. Az elektrosztatika alapegyenlete helyfiggermittivitdis esetén is felirhaté. A folytonosarmltezé
figgvénnyel leirhatd permittivitas fizikailag neeétis. A térrészenként allandd permittivitast az&tkben
vizsgaltuk.

A fémelektrodak tere

Az eddigiekben ére megadott térbeli (fellleti stb.) toltéselosztasét kerestiik. Ennek a
feladatnak kicsi a gyakorlati jelésege, hiszen a legritkdbb esetben ismerjik a &ktés
eloszlasét.

A gyakorlati elektrosztatika alapfeladatai a koeatik:

1. Ismerjuk az elektrodok geometrigjat. Mindegyikek&réda potencialja adott (és
természetesen allandd). Keressik a tér minden eggedgjdban a potencialt (és
térelbsséget), mikbzben mindenitt érvényesga= 0 egyenlet, azaz az elektrodok kozotti
térbennincsen toltéls
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2. Ismerjik az elektrodok geometriajat, valamintnden egyes elektroda 0Ossztoltését.
Keresend a tér minden pontjaban a potencial (és t&stg), mikézben Ap = 0 egyenlet
mindendtt érvényes, az elektrédokon kivli térbemsitoltés.

Tomor fém esetén magatdl éddinek tekintjik, hogy az elektrédak belsejében nincg#tés, csak a
fellletiikdn. Becstuljik meg azt aztdami alatt az eredetileg esetleg |étezett tolbdzéas elinik a kozeghbl.
Induljunk ki a folytonossagi egyenléitb

a—'0+divJ =0 (3.20)
ot

és helyettesitsiik divergenciajat az alabbi médon

divi=odive=Zdvo=%p (3.21)
£ £
a homogén kézegben. Ezzel a
op O
o +—p=0 (3.22)
ot ¢

egyenlethez jutunk, amelynek megoldasa

p(rt)=p, (r)exp(—ij, (3.23)

T

rel

ahol a relaxacioés iit csak a kdzegjellenbk szabjak meg
r =< (3.24)

J6 vezainek vegyik példaként a rezet

—12
T

Az eredeti toltés gyakorlatilag azonnalieik. A mikrofizikai hatasok figyelembevételével aativel

nagyobbl0™* [10™°srelaxacios iét kapunk.
Jo dielektrikumokban a relaxacié$idkar napokat is kitehet.

Az elektrosztatika egyenleteinek egyértelin megoldasa

Az 1. fejezetben igazoltuk, hogy a Maxwell-egyeslketnegoldasa igen altalanos feltételek mellett eghréii.
Mar ott megjegyeztiik, hogy azdlden nem valtozé terek esetén a levezetés nem akhbto.
A tovabbiakban bemutatjuk, hogy zart térfogatbamegoldas egyértelin ha a térfogat hataroléfeliletén a
potencidl vagy a térésség normélis komponense (ez a fellleti toltésegnek felel meg) adott. A bizonyitas
homogén kozeget feltételez.

A bizonyitas elvégzéséhez sziikségiink van az UgyatiGreen-tétake. Ez a tétel a matematiksauss-tét@nek
kdzvetlen folyomanya.

Alkalmazzuk a Gauss-tételt az

u=y gradg (3.25)
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vektorfuggvényre, aholy és ¢ folytonosan differencialhaté skalarfiggvények. Arz-t a Gauss-tételbe
helyettesitve kapjuk, hogy

jdiv(w gradp) &/ :q'x,z/ grag A. (3.26)

A vektoranalizisBl ismert, hogy
div(gv) = ¢ diw +v grads
azaz

div(y gradp) =y div gragh+ gragt gra=@Ag+gradp gra@y, (3.27)

amit (3.26)-ba helyettesitve kapjuk, hogy

[(ung+ gradp grag)dv =y gragdA.

w-t ésp-t cseréljuk fel.

j(¢Aw)+(gradt// grad¢)dV=<J5¢ gragdA

\
kivonva kapjuk e&Green-tételt:

j(¢Alﬂ ~YAg)aV = fi(qﬁa—w —l//%jdA. (3.28)

v AL on on

Abban a sajatos esetben,da v, a tétel alakja

J [¢A¢ + (grad¢)2} & = 3&¢‘3—ﬁ A, (3.29)

0
Tételezzik fel, hogy a vizsgalt térrészperemen:yvagadott (Dirichlet-peremfeltétel), vagya—¢ adott
n

(Neumann-peremfeltétel).
Mindkét feltételrendszer fizikailag kézenfékv

A bizonyitas soran feltételezziik, hogy a feltétetdk eleget tav két kildnbdd megoldasa létezik az azonos
toltésdiriiséghez tartozdy = —ple Poisson-egyenletnek. A két megoldas kilénbsége

©=¢,-¢,. (3.30)

a peremfeltételek nulldk, és mivel a két megoldasnaatkozé Poisson-egyenletben a toltéseloszlasoaz@
kilonbségi megoldasrA @ =0. A (3.29)-bed-t helyettesitve

[[@ne+(grace)’ |a/ = [0 52 o (331)
\Y A

ahonnan az éz6kben elmondottak alapjan
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j(grad ®) W = (3.32)

\

ami csak grad® = 0 esetén teljesil, tehat a vizsgdlt térfogatifarallandd. (Ismét a négyzetes kifejezés
integralja a bizonyitas kulcsa!)
Dirichlet-peremfeltéteeseténd a peremen zérus, tehat zérus kell legyen a téifagas. igy @, = ¢@,, a

kilonbodknek feltételezett megoldasok azonosak.

Neumanrperemfeltételesetén a megoldasok additiv allandd erejéig azdmoA potencialok additiv
allandéja ugyanarra az elektromos téreloszlasratvez

A (3.31) egyenlet jobb oldalat tekintve nyilvan¥ahogy az egyérteliiség vegyes peremfeltétel esetén is

fennall. Megadhatjuk tehgtt a perem egy részén %Q -t a perem masik részén.
n

Nyilvanvald, hogy a Poisson- és igy a Laplace-atptemegoldasaban is a hatarol6 felileten nem adhat

0¢

meg egyszerre) ésa— értékét. Az egyenlet megoldasa barmelyik peregtidlimegadasa esetén egyértelm
n

A két megoldas azonban altalaban nem feleltéthetg egymasnak.
Megjegyzések:

1. Az ebzé meggondolasok az Umelss peremérték-feladatokA hatarold fellleten véges térfogatot fognak
kordl, a vizsgalt térfogat koordinatai nem tartamélgtelenhez.

A végtelent is tartalmazé térben szamitott potneiz an.kilss peremérték-feladatA keresett fliiggvény
viselkedésére a ,végtelenben” kiilén feltételekdlt édirnunk. A gyakorlatban mindig véges toltésmennyétég
tételeziink fel az elektrédokon. Ugyanakkor a végteén a potencial legalably tiddon kell a nulladhoz tartson.

2. A homogén térnél altalanosabb, azaz itt nengairelrendezés, amikor a kdzeg térrészenként hémagaz
a permittivitds térrészenként alland6. Ebben azbeseis bizonyithatd, hogy a megoldas Dirichletgwa
Neumann-peremfeltételek esetén egyériielmd bizonyitds azonban olyan matematikai apparatést
meggondolasokat igényel, amelyek messze tulmutaabehlegi célkitizéseinken.

Kapacitas. Az elektrosztatikus tér energigja

Tekintsiink egy magaban &ll6 elektrodat! Ha az edelét fesziltség ala helyezzik, a
felszinén toltés jelenik meg. (A folyamatot ugy Ikelképzelnink, hogy feszlltségforrast
kapcsolunk az elektrdd és a 0 potencialt pont Kduaébbi a teljes térben elvben a végtelen, a
gyakorlatban egy tavoli — és lefiletg nagy kiterjedds— elektrod.) A Maxwell-egyenletek
linedrisak, ha a kdzeg is linearis, azaz a penitésa nem flgg a téressegbl. (A helytdl
fugghet, a kozegnek nem kell homogénnek lennidipdaritas kovetkeztében az elektrodan
megjelerd toltés és az elektréd potencialja aranyosak egyahdsétszer akkora toltés kétszer
akkora potencialt hoz létre. A toltés és az elaldpbtencial hanyadosat kapacitasnak
nevezzuk:

_Q
c=5 (3.33)

aholU az elektréd végtelenhez viszonyitott potencialja.

A kapacitas csak a geometria és a kozegjebknfizggvénye, és mint ilyen, az elrendezés
sajatos jellemdje. Mértékegysége a farad [F].

Példaként tekinthetiink egy homogén kézegben magdhiar o sugari gémbot. Keressiink
olyan helyettesit toltéselrendezést, amelynek a terében a gémb @levipialis felllet. Ez a
toltéselrendezés a ponttdltés. A ponttoltés poédiaca Coulomb-potencidl
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¢=QB},

47E,

amelynek zérus értéke a végtelenben van.
Ha azro sugaru gomiy potencialon van, akkor

u=—2g,

are, T,
ahonnan
C =§=4n€0r0 (3.34)

azrp sugarua, magaban allé gémb kapacitasa.

Amint latjuk, a gdmb kapacitasa aranyos a sugaréizedekesség, hogy az 1900-as évek
elss felében a kereskedelmi forgalombandéwndenzatorok kapacitasanak értékét sokszor a
velluk egyend kapacitasiu gomb sugaraval adtdk meg, azaz a kapakiértékécm-ben
mérték; 1 cm 1,1 pF-nak felelt meg.)

A meggondolasbdl nyilvanvalo, hogy homogepermittivitasu kdzegben, helyébee-t
kell helyettesiteni. Ez azt jelenti, hogy a kapaif-szereséreth

Egyszeii példan mutassuk be, hogy a kapacitas inhomogéekttieum esetén is csak az
elrendezés flggvénye.

Fedje azr( sugard gdmbot egyenletes vastagségt,) dielektrikum a 3.2. abra szerinti
maodon.

3.2. abra.Rétegzett dielektrikum
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A Gauss-tétel értelmében mindeniitt

Q

arr

D=

2 b
ebl kdvetkezik az

1
E:HEI',—Z, I’Osrsrl;

A potencial egyszérszamitassal

W&(z_g}ggg

4re\r 1) 4, 1,
¢ = Q D.l-,rzrl,
arE, r
ahonnan

r,r
C=4me—+¢,, |,
=T

ami csak az elrendezés (a geometria és a kozegpshe figgvénye.

(3.35)

Az elemi halézatelméletibismert, hogy a toltott kondenzatorban tarolt gieer

W=1CU2.
2

(3.36)

Kapcsolat van az elektromagneses térben tarolgenés a (3.36) energiakifejezés kozott.

Az elektrosztatikai tér energiaisége
1
W, == ¢E?,
2
igy az egész térben tarolt energia

1 1
V\/e:E\J/‘eEZdV:—ZiEDdV.

Helyettesitsike helyébe a —grad jelolést
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1 1 ¢, o 1 .
V\4=§IEDdV=—§I(grad¢)D d\/:—2£¢ diD ov——j di(¢D) v, (3.39)

\% \ 2V
ahol felhasznaltuk a
div(¢D) = ¢ divD +D grad¢

azonossagot, és a Gauss-tétellel egyditt:

1 : 1
W, ==|¢ divDdV-=|¢DdA. 3.40
L= j ¢ > j ¢ (3.40)
A felilleti integral a végtelenben &fiik, hiszeng a végtelenben d#el, D pedig 1r*-tel
aranyos. igy az integral hatélrértéli«aiEl%477r2 =0.
roof o f

A felUleti integrélt a véges tavolsagban azokrdeldiletekre is ki kell terjesztenink,
amelyekyp vagyD szakadasait korllfogjék és igy kizérjak a vizstgfiogatbol.

EsetliinkbenD-nek az elektroda fellletén kevtbltésen van ugrasa. A zart elektroda
felileténD, = g, és igy (3.40) 6sszefliggés felirhat6é a kdvetlaakban

1 1
W, == dv+= dA, 3.41
L= j oo 29§¢" (3.41)

amelyben a fellleti integral a fellleti normalidasztasa miatt valt &elet.

A (3.41) kifejezés a térben elosztott energia helye energiat a lokalizalt toltések potencialis
energidjaként fejezi ki. Ez tipikusan a tavolhagmemléletmdd. Ma altaldnosan az energiat a
(geometriai) térben elosztva képzeljuk el. A éeaindentitt tarol energiat, ahol téfeseg
van, nemcsak ott, ahol téltések vannak.

Ha a toltés nyitott fellleten helyezkedik el, aldsi vektor normalis komponensének ugrasa
a folytonossagi feltételek kovetkeztében éppen
Ekkor

->§gDdA="[4(D,~D,)dA=—[go (3.4%)

A

mert a fellletet korulvey zart fellletet rdzsugoritjuk a nyitott fellletre38. abran lathat6
modon. Ezért a (3.41) 6sszefiiggés jobb oldalanraiéodik integralt a nyitott fellletre kell
szamitani.
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3.3. abra.Magyarazat a (3.41) egyenlethez

A magaban allo elektrodat koruluwewerben nincsen valédi toltés. Az energia szamitiisa
tehat a (3.41) masodik integréljat kell kiértékelni

1 1 1
W.==¢pUo dA==Up o dA==UQ, 3.42
A 292 > 95 ,UQ (3.42)

mert az elektréda ekvipotencial®.az 6ssztoltés. Felhasznalva a kapacitas (3.38)iciéf
jat, az ismert eredmeényre jutunk

2
w=lcuwr =1 (3.43)
2 2°C

Hangsulyozzuk, hogy bar (3.38) és (3.41) azonesiményre vezet, a mogottik allo
szemlélet gyokeresen kilonkioz

Kondenzatorok

Az eléz6 alfejezetben a kapacitast egyetlen elektrodahuoaetaik. Az elektrodan véges toltés
volt, ezt a toltést az eredetileg memélkili elrendezési fesziltségforras széllitotta a 0
potencialu hely$l. Mivel nem alakult ki me& nem lehettek toltések jelen, az elrendezés
elektromosan semleges volt. Ezért az elektrédaneatesy Q téltést a 0 potenciall helye®@—
toltésnek kell kompenzalnia. Miutan a 0 potenclilyet a végtelenben valasztottuk, ennek a
kompenzald téltésnek a végtelenben kell megjeleagye,virtualis elektrédan”.

A gyakorlatban rendkivil sokszor ezt a masodiktedelat a véges térrészben, méghozza a
masik elektrodahoz kozelre teszik. A kételektroddisendezést kondenzatornak, az
elektrédakat gyakran fegyverzetnek nevezik. A kozd#orban ugy hozunk létre fesziltséget
az elektrodak kozott, hogy az eredetileg semleffeadezésben az egyik lemélza masikra
viszunk at toltést, igy a fegyverzeteken valob&nés -Q toltés jelenik meg. A kondenzator
kapacitdsa a lemezek potencialkilénbségével, azdemezek kozottiu = ¢ — o
feszlltséggel kifejezve, ahgl ésgp, a két elektroda potencialja, formailag egybeegiB.a3)
kifejezésselC = Q/U. A kondenzatorban tarolt energia kiszamitasah@4da) formulat kell
hasznalni, ha az elektrédak nyitott feltletek.

© Hungarian edition Miszaki Kényvkiadé Kft., Budapest, 2008
Minden jog fenntartva. 64



Az integralast mindkét elektrodan el kell végeMiutan az elektrédak ekvipotenciélisak,
az integrélokbol a potencialt kiemelve ﬁn dA tagok maradnak, amelyelQ+€s -Q értéket
A

adnak. Ezzel

“loovio(-o=2(s.-0)0=1
VVe_Z 1Q+ 202( Q) 2(¢1 ¢2)Q ZUQ- (3-44)

Az energia kifejezése formailag teljesen megegyaz(R.42) dsszefliggéssel. Ne feledjQk,
az egyik fegyverzeten lévtoltés abszolut értékd) a fegyverzetek kozotti feszlltség.
Utébbinak az abszolat ertékét kell venniink, hiszeenergia nem negativ mennyiség.
Részkapacitasok
Az elektrosztatika alapfeladatai kozétt van az kadat, amikor tobb elektrédabol allo
rendszerben az elektrédak toltése ismert. Ekka@r aneghatarozasa visszavezeihat el$
alapfeladatra, ha meg tudjuk hatarozni az egyegtdezotencialjat, majd a potencialok
ismeretében megoldjuk a peremérték-feladatot.

A Maxwell-egyenletek linearitasa kovetkeztében Ivaynivalé, hogy az elektrodok

potencialja és a toltések kozotti dsszefliggés flise&zértn elektrodabdl allé rendszer
elektrédapotencialjaira a kdvetkelmearis egyenletrendszer irhato fel:

¢ = puQt P+t pLQ,

¢2 = p21Ql+ p22Q2+"'+ pZnQn’ (345)

¢n = pn1Q1+ pn2Q2+"'+ panr'

fuggenek. Fizikai jelentésiiket konnyen meg tudjdikia
Legyen

Q =0, hal £k, ésQ =1, hal =k.

Ezt (3.45)-be helyettesitvg = p, . Mas szovapy azi-edik elektroda potencialja, hekaadik
elektréda toltése egységnyi, mig a tébbié nulla.

A (3.45) egyenletrendszert a toltésekre megoldva
Ql = C.L1¢1+ Cl? 2+"'+ C1r¢ r

QZ = C21¢1+ C2¢ 2+"'+ CZr¢ r (346)

Qn = Cn1¢1+ Cn? 2+"'+ Cnr¢ n
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Itt a cx a kapacitas-egyutthatd; azi-edik vezeb sajat kapacitasaci (i # k) azi-edik ésk-
adik vezeb kdlcsbnds kapacitasad kapacitas-egyutthatok jelentése kdnnyen magyaté:
Cik azi-edik elektréd toltése, halaadik elektrod potencialja egységnyi és a tobbktebel
potencialja zérus.

Az egyutthatokra reciprocitasi tétel érvényes. Bigthatd ugyanis, hogpik = pxi €SCik = Cxi,
azaz a (3.45) és (3.46) egyenletek matrixa szinikaistr

Az energia (3.42) kifejezését hasznalva tobb ebelkt esetén a rendszer elektrosztatikus
energiaja

1 n n

WZ%Z(M =522 44 (3.47)

Az energiakifejezés a potencialok szorzatat taatimin. kvadratikus kifejezeés.

Szokasos a (3.46) egyenlet helyett olyan dsszégighgasznalni, amely a potencialok
helyett az elektrodak potencialkilénbségét tekisneretlennek. Ezzel az elektrédapérok
kozotti kapacitasokat definialjuk.

Alakitsuk &t (3.46) minden egyenletét a kovetik&ppen

Q=264 =26 (A -0 +4)=2 6 (4 -4)+2 ¢ (3.48)
Bevezetvea Cjp=Cj +Cp +...+ Cpn, (3.4%)
Cik =—cik (I #K) (3.4%)

egyutthatokat, (3.48) a kovetkealakba irhato

Q=Co +Zrilc}k(¢. -4.), (3.50)

vagyei = Ui, i — ok = Ui jeldléssel
Q=GU,+GU,+.+ QU+ .Gy (FL2..1 (3.51)

Ez az egyenletrendszer is szimmetrikus, &az Cy;.

Az egyenlet Ugy értelmezitethogy az elektrédok kozoy részkapacitasu kondenzator
helyezkedik el, mig az elektroda és 0 potenciald kdzo6tt C foldkapacitastkondenzator.
Harom elektrodara és a foldre az elrendezés ésekaatbrbdl allé helyettesiképe a 3.4. és
3.5. abran lathaté.
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3.5. abra.Harom kulonb6é fesziltségen léy a fold kozelében elhelyezett vezet
ekvipotencialis felllet- és é&onalrendszer

A részkapacitasok fegyverzetein febépoltések Osszege megegyezik az elektrdéda
toltéseivel. A részkapacitasok tehat a tobbeleléisocklirendezés szemléletes aramkori
modelljét adjak meg.

Stacionarius aramlasi tér

Figyelem! A kbvetkeékben ya fellileti téltéstg a vezeiképességet jeldli.

A 3. fejezetben felirtuk aglektrosztatikus téés astaciondrius aramlési téegyenletét:

Elektrosztatika Stacionarius aramlasi tér
rote =0 (3.52) rotE=0 (3.55)
divD=p (3.53) divJ=0 (3.56)
D=¢E (354) J=0(E+E,) (3.57)

Az E, =0 feltétel mellett az aramlasi tér egyenletei tejealogiaban vannak a toltésmentes
térrészben kialakulé elektrosztatikus tér egyenleteAz analég mennyiségek
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Elektrosztatika  Stacionarius aramlasi tér

E E
D J
3 g

Az elektromos tér (3.55) értelmében rendelkezikakatenciallal

E=-gradg, (3.58)
és a skalarpotencialra a

Ap=0 (3.59)
Laplace-egyenlet érvényes.

Miutan a vizsgalt térben az aramnak a (3.56) dgggés értelmében nincsen forrasa, az
aram forrasai a féemelektrodok lehetnek. Ez az edektatika fellleti toltésével analdg. Az
aram fellleti forradstisége oE, teljes analégiaban van azE, =)y elektrosztatikai

azonossaggal. Egy elektroda 6sszarama:

I:deA:JJEdA, (3.60)

ahol a zart feliletet az elektrédara kell zsugatitk. Osszevetve (3.60)-at (1.11)-gyel,
kapjuk, hogy az aram és az elektrosztatikai t@tedog mennyiségek. Az elektroda vezetése

I
G U (3.61)
Ismét teljes az analdgia a kapacitassal. MiutaB.a9] Laplace-egyenlet megoldaséie!
peremfeltételekkel egyértelm (3.61)-Bl és a kapacitas (3.33) definici6jabél homogén
térrészben azonos elektrédakonfiguraciéra megadissizefiigges a

C ¢
—_—=— 3.62
C o (3.62)

A kondenzator kapacitasahoz hasonléan definialaatézetés ket fémelektroda kozott, ha
a két elektroda aramal €s +. Ertelemszdren tobb elektroda esetén a részkapacitasokkal
analdg részvezetéseket definialhatunk.

irjuk fel az anal6g mennyiségek teljes listajat:

Elektrosztatika  Stacionarius aram

E E
D J
& o
Q |
C G
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Fontos tudni, hogy aramlasi térben — az elektrtigataal ellentétben — rendkivil gyakori a
0p/on=0 peremfeltétel (homogén Neumann-peremfeltétel). eknimka, hogy vezét

kozeglbl az aram szigetébe atlépni nem tud, ezért a vdrsrigeteb perem fellletén az
aramnak nincs normalis komponense.
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4. STACIONARIUS ARAM MAGNESES TERE

A Maxwell-egyenleteken alapulé felosztds soran istegius, idben nem valtoz6 aram
esetén a kovetkézgyenletek irjak le a jelenségeket

rotH =J, (4.1)
divB =0, (4.2)
B=/H, (4.3)

ahol y =, p, =4m0”’ H
m

Homogén kézegben a harom egyenletdkettedukalhaté
rotB = 4, (4.4)

divB =0.

és divergenciajanak ismeretében. Az egyenletrendezegoldasa egysZerazokban a
térrészekben, amelyekben az aréamiség nulla, mert ittrotB = 0és az indukcidvektor
eléallithatdo egy (magneses) skalarpotencial gradiedrgel8 = —grady,,. Ekkor elvben az

elektrosztatika szamitasi modszerei alkalmazhakperemfeltételek azonban eltérnek,
tovabba a kdzegek magneses tulajdonsagai is mégigh, mint a dielektrumok elektromos
tulajdonsagai. Ezért — és mivel aram jelenlétélmem a skalarpotencial a megoldas
segédmennyisége — az altalanos egyenletrendszetdasgt keressuk.

Mivel B (4.2) értelmében mindig divergenciamentes, keédlZgie olyanA vektortérnek,
amelynekB éppen a rotacidja.

B(r) = rotA(r) . (4.5)

Ezt azA vektorteretvektorpotencialnakevezzik.

Egyértelnii-e a vektorpotencial? A gyanu azért ébredhet, nmet egyszdibb
skalarpotencial nem egyértdincsak egy additiv allandé erejéig meghatarozotielzet itt
meég bonyolultabb.B értéke nem valtozik, haA -hoz olyan vektorfliggvényt adunk,
amelynek rotacioja 0. llyen vektorfliggvényt konnyadunk eballitani: barmely kebképpen
derivalhat6 skalarfiiggvény gradiense rotaciomertiestehatA megfeleb vektorpotencial,
akkor az lesz az

A'=A —grady . (4.6)

A potencidl azért megvaltoztathatd, mert (4.5) pésu A rotécidjat rogziti. dig
megvalasztasaban nagy szabadsagunk van. A vel¢aguét divergencigjanak megvalasz-
tasat a fizikAbamértékvalasztamk nevezik. A (4.6) transzforméacié neve ennek jafap
mértéktranszformacioA mértékvalasztas, illetve a mértéktranszformaeidetivé teszik,
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hogy a szamitasokah legkényelmesebb alakjaval végezzik el. Nézzikyanil,mérték”
tinik kényelmesnek (optimalisnak) esetiinkben.
Helyettesitsuk (4.5)-t (4.4) egyenletbe
rot rotA = pJ 4.7)
és felhasznalva a rot rotA = grad éiv- AA 0sszefliggést, az egyenlet
graddivA —4A = 1J (4.8)

alakba irhato.

Eljiink a mértékvalasztas leiségével: legyemlivA = Ez a valasztas a Coulomb-mérték.)
Ezzel az alabbi egyenlet

AA =-14 (4.9)

vektoridlis Poisson-egyenlet Az egyenlet derékszég (Descartes-)koordinatddan
mindharom komponensre vonatkozo skalar egyenkdtt, azaz

AA =-ud,
AN =-pd,, (4.10)
AA, =-u3,.

A megoldas a skalar egyenletre az elektrosztatikémiert (3.11) egyenlet. Ezt a (4.10)
komponens egyenletekre alkalmazva és egyetlen Nektosszefogva, (4.9) megoldasa az
egeész téerben

Y7
A=—|—dV. 4.11
477'\-[r ( )

Az igy meghatarozott vektorpotencialragia®l = k@vetkeztében

divA =0. (4.12)

Felmerll a kérdés, hogy a (4.6) mértéktranszfornéilyen feltételeknek tegyen eleget, hogy
divA’ = divA legyen, azaz a transzforméacié ne valtoztassa megkseorpotencial divergencidjat,
annak mértékét. Ezt a helyzetet mértékinvarian&i&exezzik. (4.6)-boA-t (4.12)-be helyettesitve

divA' =0=divA —divgrady = -4y , (4.13)
azaz a mérték invarians, ha

Ay =0 (4.14),

ay skalér kielégiti a Laplace-egyenletet. (FelhagmkahogyA 6énmagéban divergenciamentes.) Ha a
végtelenben nincs forras, (4.14) megoldasa csupékoastans fuggveny.
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Vonalszeri vezetékben folyo aram tere

A mérnoki gyakorlatban az esetek dbmdbbségében a magneses teretékatam vékony
vezetékben folyik. (A térben eloszl6 aramok altlkétt tereknek leggyakrabban az asztro- és
geofizikaban van szerepik. A villamosmérnoki fetallakozil a tranzisztorok arama térbeli
aram.) Ezért indokolt a vékony vezetékekben foly@#ért igen jol lokalizalhaté aramok altal
keltett magneses tér szamitasa.

A vezet d hosszUsagu szakaszanak a térfogatd formaba irhatd, ahola a
keresztmetszet (4.1. abra).

dV=adi

.-

4.1. abra.Linearis vezdt térfogateleme

Az aramg$riiség irdnya a vezeték tengelye irAnyaba mutat, e#téttvektorként kezeljik.
(4.11)-be helyettesitve

A:ﬂjidv:ﬂ Jay :ilcﬁﬂ, (4.15)
4y r 4y r 4T |1

ahol felhaszndltuk, hogy a divergenciamentes aramezzték mentén allandd, tovabba a
divergenciamentesseég feltételezi, hogy a vezetdk za
A magneses tér ezek utan a vektorpotencial rgedmd szamithato.

rot,A = rot —IfJ—Q =—prot —2 (4.16)
'eo

A rotacioképzés annak a pontnak a koordinatai sizeédirténik, ahol a teret keressik, az
integralas pedig az ivelem koordinatai szerinti.
Felhasznalva a

rot(uv) = gradixv +u rov (4.17)

azonossagot
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di

rot, —% = gradpix d, L rof, &, (4.18)
Moo Moo b

ahol a masodik tag zérus, mektnem fuggP koordinataitol. Ezért

I dl I 1 I dl xr
= brot.—L=—_ rad—x d, =— Q. 4.19
477{9 " g 477;39 ClDrF,Q ? 477{9 r2 (419)

ahol r, aQ pontbdl & pontba mutatoé egységvektor. (4.1Biai—Savart-torvéng.2. abra).

4.2. abra.A Biot—Savart-torvény értelmezéséhez

A torvény levezetésébkét figyelmeztetést kapunk:

1. Atoérvény csakomogérkbzegben adja meg helyesen a magnese$ssegyet, jOllehet a
(4.19) kifejezésben nem szerepel.

2. A torvény csak zart aramkor egészének a haigsale. Ennek ellenére csabitdo uagy
ertelmezni, hogy a vezetak hosszusagu darabkajan folyé aram

dH = X0 (4.20)

magneses teret hoz létre és a teljes tér ezenjhndadok dsszege.

Ennek fizikai tarthatatlansagat egyebek kodzottsamutatja, hogy aadl aram nem tesz
eleget a stacionarius folytonossagi egyenletnedzen kezdete és vége van.

A Biot—Savart-térvényt felhasznalva hatarozzuk megy végtelen hosszu egyenes
vezetben folyd aram altal keltett magneses teret. (Fad vezéi?)

A 4.3. abran lathato, hogyl dr, az altaluk kifeszitett sikra mindig ndéézges, a magneses
erévonalak tehat koncentrikus korok, amelyek kdzépjpoatvezetéken van.
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dH

4.3. dbra.A Biot—Savart-torvény szdmitasdhoz

(4.19)-be be kell helyettesitentink az VR? +17, valamint aldl xr | = d sing = d f -
R+ |

kifejezéseket. Ezzel

H=tr[—2 - L (4.21)
4 _w(R2+|2)E 2R

Ez volt a Biot és Savart altal kisérletileg igazidiszefliggés: az egyenes vézstagneses
terének efssege forditottan aranyos a vezeikkiért tavolsaggal (és persze a linearitas miatt
egyenesen aranyos az arammal!)

A vektorpotenciél ismeretében kdnnyen meghatardozbatmely zart gorbe altal kifeszitett
felileten az indukcio fluxusa. A fluxus (1.10) de@ioja alapjan

cD:.[Bda:.[rotAda. (4.22)

A Stokes-tétel értelmében

ijch=@Ad (4.23)

es ezt (4.22)-be helyettesitve kapjuk, hogy

mszd. (4.24)

A vektorpotencial ismeretében a fluxus a fellletitegral helyett az egysZidb
vonalintegrallal szadmithato.

Figyelem!

Meg kell jegyezniink, hogy a vektorpotencial kisz@sd alig jelent kevesebb munkat, mint a tér kdemet
szamitasa (ha ez lehetséges). Ugyanakkor a vekémigial ismeretében a tér meghatarozasahoz mémeyyo
kiszamitasa tartozik minden egyes pontban.
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Magneses skalarpotencial

Mar a bevezében emlitettik, ahol aram nem folyik, tehat a sta&iius térefsség
rotaciomentes, a tékggség megadhato egy (magneses) skalarpotenciaégsattént

H = —gradg, . (4.25)

Ennek a skalarpotencialnak vékony vezetékben falgim esetén kildonleges tulajdonsaga
van (4.4. abra).

4.4. abra.Aramkor terének levezetése skalarpotencialbol

Feszitsink ki egy feluletet, amelynek a pereme kowg vezeb. A gerjesztési térvény
értelmében az abran lathaté Uton a fellilet kétlatddekw pontok kdzott (zart aton)
integralva véges értéket kapunk.

j:ZHdI =[Ja=1. (4.26)

A fellleten athaladva a potencial ugrik, mik6zbdgraBsség folytonos.

Ha a vezeték kivételével tekintjik az egész tezeta tartomany kétszeresen Osszefludy kétszeresen
Osszefug§ tartoméanyban a vezetéket korildleart gorbe semmilyen folytonos deformaciéval nehets at
egy, a vezetéket korll nem dledart gorbébe. Kétszeresen dsszefliggtomanynal, és hasonléan tébbszordsen
Osszefug§ tartomanyndl a potencial tébbérniék

4.5. dbra.Aramhurok kirekesztése a téttzart felilettel
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Tegylk a tartomanyunkat egyszeresen dsszéfiggegly maddon, hogy a 4.5. abran
bemutatott fellletet (és a vezetékhurkot) kizagukertdl. Ekkor a hurokra feszitett felllet
barmely pontjdban a felllet két oldalan a poterkiddnbds, mas szdval a potencial ugrik a
fellleten athaladva. Az ugras értéke minden pontiggranaz

s g2 = (4.27)

m m

Ha a vezetéeket tobbszor koruljarjuk, minden edy@siljarasnal gjrd jarulékot kapunk a
(4.26) értelmében, az integralas atjatél fluggetlemi (4.25) kifejezésben szerépl
potencialfiiggveny tehattbbbszorosével kiegészithet

G (1) =o(r)+nl . (4.28)
Ez a potencidl aiklikus potencial
A o¢n potenciélrél tehat két dolgot allithatunk: minddnkielégiti a Laplace-egyenletet a
keretre illesztett felllet kivételével, ott viszominden pontban azonos éniékgrasa van.

llyen tulajdonsaggal a két réteg rendelkezik.

A 2. fejezet szerint a két réteg potencialja

_1 ) (27 9 G’]_. _ 1 01
=— - —Fda=—|1—[Fda. 4.29
2 Vi [¢m P ]6n r 49 on r ( )

Kovetkeztetésként levonhatd, hogy a koraram hidgghed egy magneses ké#
réteggel, amelynek pereme az aramvegstnyomatéksiisége egyenletes.

=1 (4.30)

A magneses tér a (4.25) alapjan

H=-grad— [ F &. (4.31)
4 on r

Eredményink érdekes kovetkezménye, hogy nagy tiglotd egy sikban fekv kicsiny
koraram, amelw fellletet 6lel koril, egyenértélegy

m=|Ma=la (4.32)

nyomatékd magneses dipolussal.

A 2. fejezet szerint a dip6lusra homogééterben (2.12) alaku forgatbnyomaték hat. Ezzel
tokéletes analdgiaban kicsiny kéraramra homogémeses éitérben

T=mxB (4.33)

nyomaték hat.
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A kis kdraram és a magneses dip6lus azonos visédkeddta Ampére szamara az Otletet a magneses
anyagokban fellép tér magyarazatara. Ampere elképzelése szerintly@n ianyagokban elemi kicsiny
kéraramok Iéteznek. Az anyag magnesezettségi &lagmen elemi kdraramok rendezettséigiéigg.

A kép rendkivil szemléletes, j6l magyarazza a resgs anyag, illetve a létrefpwér természetét. Ma mar
tudjuk, hogy ez a magyarazat nem igaz. A mai fizikanagneses tér forrasanak a kompenzalatlani spin
elektronok egyuttesét tekinti.

Igazolhato, hogy tetszés szerinti stacionariusnataszlas magneses terénelsdtézelitése egy magneses
dipdlus. Méas szoval kélen nagy tavolsagbdl minden drameloszlas tere dipttével helyettesithietEz az
alliths analdg az elektrosztatikus terekre tetta&lsal, egy kilonbséggel. Mivel valddi elektroridlges 1étezik,

a toltéseloszlas dlkozelitése egy ponttoltés, csak tovabbi kdzeléBgtenik meg a dipdlus is.

Stacionarius aramok magneses tere kdzeg jelenlétébe

Méagneses kozeg jelenlétében az alapegyenletek

rotH =J, (4.34)
divB =0, (4.35)
B=u,(H+M). (4.36)

A mégneses teret két részre bontjuk. Az egyikaéaram altal a kézeg jelenléte nélkil
kialakul6Hg tér, a masik az aram nélkiul a ko2dgnagnesezettség altal 1étrehozoit

rotH, =J, (4.37a)

divH, =0, (4.3M)

rotH, = 0, (4.388)
mig

divH , = div—- - divM

Ho
kovetkeztében
divH, = -divM . (4.3%)

A teljes tér a két tér szuperpozicioja
H=H,+H,. (4.39)
A felosztds kozvetlen szadmitdsra nem alkalmas,elmi az ered H fliggvénye.

Szemléletessé teszi azonban a magneses tér kiadakal gerjesztett térbe helyezett magneses
anyag esetén (4.6. abra).
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4.6. abra.Magneses kozeg hatasa a magneses térre

Magnetosztatika. Permanens magnesek

Magneses teret permanens magnesek esetén a magimsgsillandod polarizacidja hoz létre.
Az alapegyenletek

rotH =0, (4.40)
divB =0, (4.41)
B=u,(H+M). (4.42)

(4.40) alapjarH eloallithato skalarpotencal gradienseként

H =-gradg,,. (4.43)
(4.41)-(4.42)-6l

divH = -divM (4.44)
és ez (4.43)-mal egyiitt a

Ag, =divM (4.45)
Poisson-egyenlethez vezet. Ennek megoldasa aztismdon

L rdvM gy L Myt Mg g (4.46)

P = amd oy arr r
Az 6sszefliggés némi matematikaval

é. -1 j M grad1 dv (4.47)
4y, r
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dipéluspotencialként allithatoelEnnek jelentése: avdérfogatM dV dip6lusmomentummal
rendelkezik. A magnesezettség vektora tehat agatrégyseg magneses dipélusmomentuma,
dipélusmomentumisiiség.

A kifejezések kozvetlenul csak akkor értekeblheki, ha ismerjukM helyfliggéseét.

M a kbézegben homogén. Divergenciaja van a kdozegmmareezért ez formalisan magneses
toltések megjelenését okozza. Ez a toltés az aefedgneses dipdlus kompenzalatlan toltése.
Ennek kovetkeztében az eédd térnek divergenciaja van a kdzeg pereni@pzzel szemben
divergenciamentes lesz (4.7. &bra).

H B M

++++++++

(I)

e
o
B

4.7. abra.Permanens magnes tere

A magneses tér energiaja, 6n- és kolcsonds induktés

Az elektromos tér energidjanak kifejezését két lmakkaptuk meg: a térmennyiségekkel
kifejezve, illetve a toltés és potencial segitséfje magneses térben analog kifejezéseket
kaphatunk. Induljunk ki a

W, :lede:—le rotA dV (4.48)
2V 2V
0sszeflggésib.

Hasznaljuk fel a vektoranalizis azonossagat
div(HxA)=A roH -H roA (4.49)

és innen behelyettesitve a (4.48)-ba, kapjuk

1 1o .
-E\'[A roH dv——zi div(H xA )av. (4.50)

A jobb oldal masodik tagja az egész térben integraliinik. Alkalmazzuk a Gauss-tételt
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[div(HxA)V =p(H A ) . (4.51)

a

A fellleti integralt a végtelenbe kiterjesztide mint a dipolus téréissége, a végtelenben
1/r* értékkel tinik el. A vektorpotencial tehat rf/ Ezért HxA 1/r® -nel tinik el, mig a

integralasi felillet csak®szeresére novekszik. igy a végtelenben a felineigral eltinik,
tehat a diviixA) integrélja az egész térre zeérus.

A megmaradt kifejezést némileg atalakitva

:EJA rotHdv:—leJ dv. (4.52)
2] 27

A kifejezés teljesen analog\d, =% I gp dV kifejezéssel, csak kevésbé szemléletes. Tartalma

is hasonl6: az egész térben integralandd térmedgsiishelyett az integralast csak azokra a
térfogatokra kell kiterjeszteni, ahol aram folylkz azonban csak matematikai mutatvany és
nem érinti azt a tényt, hogy a mai felfogas szesinenergia az egész térben elosztott, ahol
magneses mézétezik.

Kolcsonos indukcid, onindukcio

A kapacitas egyutthatok (és a részkapacitasokpselmalasahoz hasonlé médon a magneses
tér energiaja is kifejezh&bn- és kolcsdnds indukcié egyutthatbival.

Tételezzuk fel, hogy darab 6nallé korvezébk van, amelyben aramok folynak. A veitet
nem feltétlenlil vékony vezetékek. Tételezziik fefyhaz elrendezés vakuumban van.

Allitjuk, hogy a (4.52) képlettel adott energideezhed a

ZZ L il (4.53)

i=1 k=1

|\>||—\

alakban, ahol; azi-edik vezed arama é& i (i # k) a kdlcsonos indukcid egyutthatdla,. az
ugynevezett 6nindukcio-egyitthatd. Mértékegységhikrary [H].
Felhasznalva az energia (4.52) kifejezését ekanmtencial (4.11) alakjat

w, =t jj I gy dv, (4.54)

T

ahol r, =|ri —rk|, a ket aktualis térfogatelem tavolsaga. Figyeljigg a kifejezés szimmetri-
ajat: invarians ésk cseréjére!

Miutan az éaramok kulonallo zart veéklben folynak, a (4.54) integrdl az egyes
vezebhurkok térfogatara vett integralok 6sszegére ek s

[ == Jide dvdy, (4.55)
W

lv M

~

=
® x
M=
M:
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Az i-edik vezetékben folyd arambtvel jeldlve (4.55) és a (4.53) dsszehasonlitasidbjuk,
hogy

_H JiJy
| ij aviav, , (4.56)

ahol az integralast azedik ésk-adik vezed térfogatara (6nindukciés egyitthatok esetén
ugyanarra a térfogatra) kell integralni.
Vonalszeti vezeték esetén elvégezve

Jav =Jamm, = |d (4.57)

atalakitassal a kdlcsénos indukcio egyitthatoived@s alakba irhato
L, _”Ojojod'd =L, (i#zk). (4.58)

Ez a kolcsonds indukcido egydtthatdéi kiszamitasaraszhalhatd Neumann-keéplet
(Onindukcib-egyiitthatéra az integral szingularidikvdEnnek okat a kovetkékben meg-
magyarazzuk.)

Vonalszeti vezetkre a Neumann-képlet mas maodon is interpretalhagkintsik azn
vonalszeii vezethurokbol allo elrendezeést. Hatarozzuk mdgadik hurok fluxusat a (4.59)
alapjan

o =pAd,. (4.59)
I

A értékét (4.15) alapjan a kovetkealakba irhato:
/”’0 ] jod' (4.60)
és ezt (4.59)-be helyettesitve és a (4.60) fornfalhasznalva kapjuk, hogy

P, :ZLkili - (4.61)

A kolcsonds indukcié-egyttthato tehat azt mutatgmmekkora fluxust hoz létre azdik
vezet) arama &-adik hurokban. Ez a definicié vonalsierezethurok énindukciéjara nem
ertelmezhét, mert a téréisség a vezénél végtelenhez tart (amint ez példaul a Biot—Sd@arény-
bél kdvetkezik) és igy a fluxus is szingularis. Egazolja a vektorpotenciél (4.60) kifejezése
is. Ezért az Onindukcié-egyitthatd szamitasara iginalz energiakifejezésen alapulo
meggondolasokat, példaul a (4.56) képletet kelthalsiunk.

Az eddigiekben végig vakuumot tételeztink fel abé@. Az eredmények para- €s
dimagneses kozegek jelenléte esetén is extrém pelikések. Ha azonban a vdiet
kozelében ferromagneses kdzegek vannak, vagy magekebk ferromagnesesek, a (4.61)
kifejezés igaz marad, de a (4.60) nem. Ekkor visezlh térniink az energia altalanos
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kifejezésére. Meg kell hatarozni a teret, majd aergiat és utana a (4.53) alapjan az
indukcio-egyutthatokat. Az eljaras is csak line&ngegek esetén alkalmazhato.

Az induktivitas szamitasa a tér energiajabdl aetdményezi, hogy a tér két részre esik
szét. A vezetéken kivilli tér energigjekidlss, a vezetéken bellli téré keelss induktivitast
definidlja.

Indukcio-egyutthatd az elnevezés, mert megmutatjgy az aram valtozasa az egyik veze-
toben mekkora fesziltséggadukal a masikban Faraday indukciotorvénye alapjan. Andef
cio nem az indukalt feszultségen, hanem a magnés#axusan alapszik.
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5. SZTATIKUS, STACIONARIUS FELADATOK MEGOLDASI MODS ZEREI

Analitikus megoldasok

Ismert toltéseloszlas tere homogén kdzegben

3. fejezetben targyaltuk és a megoldast a (3.1antle A nehézséget az okozza hogy a valédi
feladatokndl altaldban nem ismerjik a toltés eéss#l

A szamitasok akkor hasznosak, amikor a vizsgalitéegéloszlast helyetteit
toltéseloszlasként szerepeltetjik, és a tere (pitketoszlasa) segitségével valddi feladatok
oldhatok meg. Erre révidesen mutatunk példakat.

Szemléltetésként szamitsuk ki véges hosszUsag@nleges toltédsiisédi vonaltoltés
potencialterét (5.1. abra).

P(r,z)

Z
*
+| 4
AS ;
- ]qm

5.1. dbra.Véges hosszusagu vonaltoltés

A potencial a P pontbam § 0)

p(p)=9 | 9 - g, ) 6y
ATEy % J(E-2)° +1r2 HBo  z-l+|rP+(z- )

Ha a P pont a tengelyre illeszkedik50), a téltésen az integral nem konvergal.

- z+0

P dé 2 2
gm¢;o4m {j j - f}d e [ln(l ~7 )—2|n5] (5.2)

A toltésen kivil azonban a tengelyen

2+

#(P)=, L g In|z|—|

(5.3)
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A téressegz komponense az egész tengelyen létezik. A tbltéisdim(|z| > )

E,(P)= 225 5 L 5i0n(2). (5.4)

Hosszadalmas szamitassal belathatd, hogy az eknipétis feliletek metszetei az— z
sikban konfokalis ellipszoidok, amelyek fokuszpang vonaltdltés végpontjai. Egyenletik

—2+—: ) (55)

12 =a2 - b2, (5.6)

Tekintve, hogy az elrendezés hengerszimmetrikusgkazpotencialis felllet az ellipszis
tengely kordli forgatasaval kaphatdyujtott forgasi ellipszoid Az ellipszoid potencialja
példaul (5.3)-bdl

4, a-—|

Lathato, hogy
@0, haa- o, tehat a potencialnak a végtelenben van zérushelye

Hasonléanp - 0, har - o vagyz - .

Ha |-, akkor formalisan a végtelen hosszl, egyenletdgesHiriisédi egyenes
vezebkhoz jutunk.
Ennek potencialja hengerszimmetrikus és elemi $2&bl ismert.

r
0= e
0

aholrg tetszés szerinti tAvolsag, ahol a potenciél zgB%)-bl a négyzetgyokét binomidlis
sora el§ két tagjaval helyettesitve € 0 valasztassal)

1 2
g A%t g ar_ g 2
@ In 5 = In—-= In—, (5.9
47, E%er e, r 2TE, T
2 1

ami nyilvanvaléan végtelenhez thridvekedése esetén.

Az (5.8)-ban a potencial a végtelenben mindenrbatddl r5, az (5.9)-ben zérus a
végtelenben (formalisan= 2 esetén). A potenciattél a két esetben azonos mddon fligg,
tehat azonos térésséget eredményez. Megféléonstansvalasztassal a két potencial azonos.

Fémelektrodok homogén izotrop kdzegben
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Helyettesit toltések moédszere

A helyettesid toltések modszere abbdl a tétilyindul ki, hogy az elektrosztatikai feladatok
megoldasa adott gerjeéztoltéselrendezés és peremfeltételek esetyértelnd. Ha tehat
taldlunk olyan helyettegit toltéselrendezést, amelyik ugyanazokat a pereétéditket
biztositja, mint az eredeti elrendezés peremfé#tietakkor a kialakul6 tér is ugyanaz lesz,
mint az eredeti esetben.

A legegyszdibb példa a toltés tikrozése sikon (5.2.-5.3. abra).

+Q Q1 -Q
o o : o
7 “h T "

5.2. abra.Ponttoltés tukrozése

5.3. abra.Végtelen sikkal szemben elhelyezett ponist@ités eéterének meghatarozasa
tikrozéssel

A bal oldalan lathaté az eredeti elrendezés: pti@d0 potencialt, végtelen sik felllet
kozelében. Fizikailag ez fémsikot jelent. Az alobly oldalan a helyettesitoltéselrendezés
lathatd, amely eleget tesz a kovetkézltételeknek:

— a vizsgalt térrészben a toltéselrendezés megfieletedeti elrendezésnek,

— a tukortoltés a nem vizsgalt térrészben van,

— a toltés és tukortoltés egyutb@llitiak a kivant peremfeltételeket (esetiinkberikaOs

potencialjat).

Ekkor biztosak lehetiink abban, hogy a vizsgalesaben a tdltések a valodi teret allitjak
elé. A nem vizsgalt térrészben a kialakulo ,térnekias fizikai jelentése.

A sikon valé tukrozés mobdszere sikprobléemakra d{kétnzios feladatokra) is
kiterjeszthet, ha a gerjes#ttoltések végtelen hosszu vonaltdltések.

A feladat konnyen éaltalanosithatd. Néhany elreédez 5.4. abran lathato.
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g q -q +q

+Q -Q -Q +Q

- O—-ﬁ o——o
Cc
9 tq w q z=0
a) b) C)

5.4. abraa) végtelen sikkal parhuzamos sikban egymassatimipamosan haladé vezetékek
erdterének meghatarozasa tukrozessel b) két egyméasééenges végtelen sik altal alkotott
sarokban elhelyezett vedeatrdterének kiszamitasa tikrozéssel c) két parhuzathd®zé

elhelyezett toltés éterének kiszamitasa sorozatos tikrozéssel

Néhany elemi Gton szamithato6 tér ekvipotenci@igléteit foglalja 6ssze az 5.1. tablazat.
Koztik a szémitott mintapélda. Ha az elektrodainkegfaleinek az ekvipotencialis
fellileteknek, a tér az egysidemhelyettesid toltések tereként szamithato. Példaul kis
legbmbolyitett csucs altal Iétrehozott szikrakorétekét félvégtelen vonaltdltés tereként

szamithatjuk.
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5.1. tablazat.
Egyszer( toltéselrendezések ekvipotencialis fellletei

Toltéselrendezés Potencial Ekvipotencialis feliiletek
Pontszerd toliés Felllet potencialja Geometriaja Egyenletek
Q 1 - Q1 i
U= 8 i
. 4ne, r 4y 1 (konc. gémbok)
Q[AY) U—0, har —oo
Monalszerl toltés (véges hossz) q . a+l
A UsgaiNal % Bl
Hr Piez) U—0, ha g—o0 21 o
g, zHHF +(zH) ' (I*=a™b°)
U= In—————x r —©0 vagy A
> R
o | q[ﬁ] r Z—o8 konfokalis ellipszoidok
m
Végtelen, vonalszerii
A q 1 =
u= In r=n
P(r, 7 1
(-2) U, '4;@,!”, ey koaxalis hengerek
_1:- U=0,har=1
As
%]
Félvégtelen vonalszerl toltés /2
a
T o
AZ z.___(ae_r;)
U=zLina “8
Ty
-~ Uﬂ=4j—ln (z+d7 +Z°) U=0, ha a=1
r Ty konfokalis paraboloidok
P(rz
q[ o ] (r.z)
m
Két félvegtelen, ellenkezi eldjell
vonalszer( t5ltés
(= o] zz r?
+ bz =
q I+a
o P(rz) il Lzl F 2y :J%In = 2a (! =a'+h’)
e, el 2y . ~ konfokalis
> e hiperboloidok
-q[A_S]
e | m
Parhuzamos vonalszerl toltések
kd dy
"4 pirz) el =iy [x+ -k—q] ty'=
A *dms, n=r i _[ 9k
_q (d-x)+y? FF‘>1 k-1
U,—‘Ealn byt U=0, har=r" % excentrikus
As kérhengerek
o
Kilonbtzd nagysagd ponitéltések
Uﬁ‘= r V
d 0’\\ QN
Y X =775 NN S x
A wie o k-1
Pfrir)
u=zLn(S-Q k>1
e r X d
> U=0, ha i
L w2 P < |
+Q'[Ag -Q L (Az egyetlen gomb feliilet U,=0)
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Kulonos figyelmet érdemel a két utolsé sor. Azlsdoebtti sor megmutatja: végtelen
hengeren a parhuzamos végtelen vonaltdltés tuki®@zalgy, hogy a henger ekvipotencialu
legyen. $t, két parhuzamos, elteérpotenciall henger tere is mindig helyetteséthieét
parhuzamos vonaltoltés terével.

Az utolsé sorban azt latjuk, hogy két eftélojelii és abszolut értékponttoltés terében
mindig létezik egy gémb alaku ekvipotencialu fetiilslegforditva: vezét gomb kdzelébe
helyezett ponttoltés tere mindig leirhaté az eletidtts és a gdmb belsejében alkalmasan
elhelyezett tikortoltés terével. Itt a tlkortdltesm azonos abszolut ertélz eredeti toltéssel.

Integralegyenletek mddszere

A helyettesid toltések modszerének altalanositasa az, amikoelekirodafeliletek éirt
potencialjat biztositd fellleti tdltéselosztast damiik. A toltések valdéban fellépnek, ezért
masodlagos toltésekneakevezikoket.

A masodlagos toltés lehet a fémelektréddkon megjefellleti toltés, a dielektrikum
felszinén megjeleéh polarizaciés toltés és inhomogén dielektrikumbandialektrikum
belsejében megjelén polarizacios toltés. Ezzel az integralegyenletek részben
dielektrikumos kitoltés terek kezeléseét is leléet teszik.

Az elektrosztatika integralegyenletének megfogaksa azon alapul, hogy az ismert
(elsddleges) toltések és a keresett masodlagos tolerpgkt olyan teret hoznak létre, amely
eleget tesz a peremfeltételeknek.

Az elektrosztatika alapfeladata, hogy homogén,s Gérben a fémelektrodak oét
potencialon legyenek. Nézzillkpapotenciall elektrodéat. A fellleti toltés ismeretgb

$(P)= 4;0 %g)d%, (5.10)

ahol az integralast az elektréda (nem feltétleait) A feltletére kell elvégeznink és
leg =‘rp —rQ‘.

Legyen & pont az elektroda fellletén. Ekkor az

1 o(Qyn —
4—7190{ - A, =4, P, QEA (5.11)

egyenletet kapjuk, ahol az ismeretlens(®) fellleti toltés. Ha ezt ismerjik, a potencial
barmely pontban (5.10)-bél szamithat6. Ez a megoldad ahogyan a 3. fejezetben
bizonyitottuk — egyértelh

Az ismeretlen fliggvény integralban szerepel, dgangbben az integralban van egy
kétvaltozos fuggveny is, amelynek mindkét valtozéj integralas tartomanyaba esik. Az
egyenlet altalanos alakja:

[x(P.Q)f(QdA = aP. (5.12)
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Az (5.12) oOsszefuggést éfgaju linearis integralegyenletnek nevezzifkQ) a keresett
fuggveény,g(P) ismert un. zavaréfuggveny(P,Q) az integralegyenlet magjR. ésQ kdzos
tartomanyal, dAq ennek differencialis eleme.

Bizonyithatd, hogy (5.12)-nek a benne szdrdppggveényekre tett igen altalanos feltételek
mellett van megoldasa.

Nézzik a kovetkeézkifejezést:

[ (e “d=F @)
Ha elvben az egyetdégber-(w) ismert,f(t) ismeretlen, akkof(t) meghatarozasa (a Fourier-transzformaciéhoz

tartozé idsfliggvény keresése) a fenti*emaggal is integralegyenlet megoldasat jelenti.
Ezt a megoldast zart alakban i§ tldjuk allitani az inverz Fourier-transzformaciépletével

(1) =%Tj F ()6 dw.

Tény, hogy integralegyenlet megoldasat zart alakbaegritkdbb esetben tudjuk megkapni. Kilénoséreal
magasabb dimenzioju tartomanyok esetén.

Az (5.12) konnyen Aaltalanosithatd elektroda esetére. Ekkor az egyes elektrédakat
indexszel megkilénboztetve az

ZN: - fai(q)dA=¢k,P-DA, k=1,2,.N. (5.13)
' A

integrélegyenlet-rendszerhez jutunk.

Az adott toltés elektrodakat oly modon kezeljik, hogy az elektrpdgencidljat (5.13)-ban
ismeretlennek tekintjik, az egyenletrendszert pkigészitjiuk a

[o.(R)dA, =Q (5.14)

megoldasa soran az egyenleteket masképp is megfégfadmazni, illetve tovabbi feltételek
érvényesitése is szilkséges lehet. Targyalasuk azanbssze tulmutat jelen célikiésinkon.

o ., . . . 1 1
Kétdimenzios feladatok esetén (sikproblémak) ail(}SegyenIetK(P,Q):4—E-l—
TE, Tog

magja helyett, ami a Coulomb-potencialbdl szarmazkonaltbltés potencialjabdl szarmazoé

-+ (5.15)

logaritmikus magfuggvényt hasznaljuk. Ezzel példau(5.13) alakja
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b(P)-p,=—— ZN;ja(Q)ln—ouQ. (5.16)

Az integralast itt sikbeli gorbén, a végtelen, renglaka elektrédak vezérgorbéjén kell
elvégeznink.

Megjegyzések

1. Ha a vizsgalt elrendezézart, egy kontur valamennyi tobbit korilveszp, értéke
tetsdleges lehet, ez a zart kontar potencialja. E kamkivil a potenciél értéke konstans

¥o-

2. Ha az elrendezéwyitott €s a végtelenben korlatos potencialt kbvetelling, rae elrendezés
semleges kell legyen. Ezt a

iIU(Q)dIQ =0 (5.17)

i=1 L

tovabbi feltétel biztositja, égo értéke ismeretlen. Az egyenletrendszer megoldasans
adodogy, a potencial hatarértéke a végtelenben.

Lathatdé, hogy mig harom dimenzidéban az integraafptek a nyitott feladatok
legkényelmesebb megoldasat kinaljak, mert maguklgdrehozzak a potencial zérus
hatéarértékét a végtelenben, ez nem all a kétdirdsrieladatokra. Ennek érdekes fizikai oka
van. A végtelen hosszu, egyenletes toitdsseggel ellatott hengerek 6ssztoltése végtelen,
raadasul a ,végtelen tavoli” pontba is elhelyezuale téltést. Ez persze fizikai abszurdum és
formalisan ezt oldja fel, ha az 6ssztoltés zeruzébus Ossztoltés a zart elrendezés esetén
automatikusan teljesduil.

Figyeljuk meg: harom- és kétdimenzidés esetben régyaa homogén dielektrikumokra
felirt integralegyenletek tartomanyanak dimenzi@ggyel alacsonyabb a vizsgalt tér
dimenzidjanal. Inhomogén dielektrikumban az ismeretpolarizacios toltések eloszlasa
azonos dimenzioju a térrel. llyenkor az integraadgtek nem jelentenek nyereséget.

Parcialis differencialegyenletek

Az elektrosztatika alapegyenlete a Poisson-egyerliettve toltésmentes térrészben a
Laplace-egyenlet. Zart térrészben a peremen a @atewagy normalis iranyu derivaltjat
(Dirichlet- és Neumann-peremfeltételek) kell megatnaz egyértelthmegoldhatésaghoz.

A Laplace-egyenlet megoldasanak legkényelmeseblszeoel a valtozok szétvalasztasanak
modszere, ha alkalmazhat6. A modszentrier-modszeaneknevezik.

A haromdimenzios Laplace-operatort tartalmazo eigyek tizenegy koordinata-rendszerben
szeparalhatok. A kétdimenzidsok kozott a valaszaékkal nagyobb. Mi csak egyetlen
koordinata-rendszerben mutatjuk be a modszertrékdeddg (Descartes-)rendszben Itt a
Laplace-egyenlet alakja
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2 2 2
_0% 0% _

A =
/ x> ay* 07

(5.18)

A mobdszer Iényege, hogy feltételezi: a megoldasraftiggvény szorzata, amelyek kozl
barmelyik csak egy koordinatatdél fligg

#(%y.2= XA Y1} (5.19)
Ezt (5.18)-ba helyettesitve gsvel végigosztva kapjuk:

1 X 1 .Y 1. dz_
YE%XZ Ny T e

0, (5.20)

ahol a parcidlis derivaltakat kdzonséges derivaltedtyettesitik, hiszen a fliggvények
egyvaltozosak. (5.20) csak ugy lehet érvényes toz@h barmely értékére, ha a bal oldalon
allé harom kifejezés kulon-kulon allando, és aaré@diok 6sszege zérus.

Legyen
2
X (5.21a)
X d
1 EZY 5
= =-p°, 5.21b
v B (5.21b)
1 &z
_QL: , 5.21c
> 57 Y’ (5.2Ic)
es
a’+ B =y, (5.21d)

a €s f megvalasztdsaoliink figg. Rendszerint ugy valasztjuk meiket, hogy a
peremfeltételek kielégitése minél konnyebb legyen.

Valasszuk példaut ésp értékeét pozitiv valés szamnak. (Komplex mennyikégdehetnek!)
Ekkor az (5.19) potencial

o(x, y, 2) = (Asinax + Bcosax)(CsinBy + DcosBy)Ee™ + Fe*)  (5.22)

alaku szorzatokbal allithatocel

A kétdimenziés potencialprobléma megoldhatd aovélk szétvalasztasavalackson
gondolatmenetét kdvetve.

A kétdimenzids problémaairanytol figgetlen potencialeloszlast feltétel@z22) helyett
kis valtoztatassal

# =(Asinax+ Bcosr )( C& + D&) (5.23)
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alaku potencialelosztassal szamolunk. Legyenekengeltételek az 5.5. abran adottak, azaz

9=0, hax:0Vx:aD{y|OSysOo}, (5.24)
»=U, hay=00{x0< x<a}, (5.2%)
¢ — 0, hay — oo. (5.24)
yA
p—0
y=0,5a
0= p=
y=01a
0 a X
p=U

5.5. abra.Elektrodak kétdimenzids térben

(5.248) nyilvan kielégithet, haB = 0 ésa = kﬂ, (5.2&)-hez szikséges, ho@y/= 0 legyen.
a

A négy peremfeltétel kozul harmat kielégit a

p(x,y)= i Ake_k% sin(kixj (5.25)

a

alaku megoldas, amely az (5.23)-ban széréjjgvenyek alkalmas linearis kombinacioja. Ez
a kifejezés mindew értékhez Fourier-sort rendgl= 0 értéknél

(x0)=U =3 Asin™*, (5.26)
k=1 a
ahonnan a Fourier-egyutthatok

A =§juSin%x dx, (5.27)
0
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alakjabdl kapjuk, hogy

4U
—, hak péaratla

A. =k P . (5.28)
0, hak paros

A o(X, y) potencialkifejezés tehat

il K
p(x.y) =L 5 Le¥agink™ (5.29)
T3 K a

A potencial értéke kéttavolsagra az 5.6. abran lathaté.

1.0r

0,8}
y/a=0,1

0.6}
@(X,y)

0.4}

S y/a=0,5
0,2

0 | | [} [} [} | | [l i
0 02 04 08 08 10

5.6. abra.A potencial értéke (y/a = 0,1-re és 0,5-re)
Variaciés formalizmus

A variacios elvek a fizikai jelenségek leirdsabaagyon fontosak. Segitségikkel az
egyenletek koordinatafiiggetlentl és altalanossatgmaimazhatok meg.

Kulénlegesek a variacios elvek kozott az egyensobndszerekre vonatkozok. Az
elektrodinamikaban ilyen rendszerek a sztatikust@&sonarius terek.

Egyensulyi rendszerekben &ltalanos elv az enerngiamam elérésére térekvés. Mas szoval
a rendszer akkor van egyensulyban, ha a lehetségegiaallapotai kézil a legkisebb
energiaju allapotban van. (Analégia: a tomeg alpaleaalakd godor aljan van egyensulyban.)

A variacios elvek altalanos megfogalmazasa a k&zét Rendeljink a rendszert leird
flUggvényhez (ilyen példaul a potencial) egy funkéid A funkcional (a ,fuggvény fiiggvénye”)
a leiréfuggvényhez skalar értéket rendel.

A variacios elvek nagy csoportja — és igy az eaeltepuld szamitasi eljarasok is — energia
tipusu funkcionalokat definial.

Nézzik példaul a
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w(g] :%j(gradqﬁ)z w-j££;¢ Y, (5.30)

\

funkcionalt, aholp a hely ismert fliggvénye. Ez nyilvangaskalar fliggvényhez rendel egy
szamertéket.

Megjegyzés:A fuggvényeket jeld szimbdélumok ¢, p) valasztdsa nem véletlen. Az (5.30) funkciondl az
elektrosztatika variacios elvének funkcionalja. Ha megvizsgaljuk a strukturdjat, elz5 tag a ,mozgasi
energia” tipust energiakifejezés, a masodik taghelyzeti energia” tipusu kifejezés. Az ilyen kifegst a
mechanikabahagrange-fliggvémek hivjak, és szintén variacios funkcionalkérikidik.

A o(r) fuggvénynek legalabb szakaszonként folytonosamvabaténak kell lenniev
belsejében és aA fellleten. Az ismerip-tol elvarjuk, hogy ne legyen szingularis\a
térfogatban.

A funkcionél értéke megvéltozik hyaértéke véltozik Legyen a valtozéag is fuggvény.

,,,,,,

I =W[g + 5] -W(g] (5.31)

kifejezést nevezzik.

megvaltozassal (ez @ fliggvény variacioja!) aranyos lesz, és a magasrabul tagokat
elhanyagoljuk. (Az egész gondolatmenet olyan, n@nflggvényeknél az disderivalt
képzése.) Szokas ezt ugy is megfogalmazni, heigyvariacioja elé rendben kicsi.

A variacibszamitas azt a fliggvényt keresi, amékyriénkcional variacidja zérus. A derivalttal
valé rokonsag okan ez azt jelenti, hogy a funkdioald a keresett figgvény ezen értekénél
szélgérteke van. JOI megvalasztott funkcional esetén ilyenkokeresett fliggvény adott
fizikai feladatmegoldas, példaul az elektrosztatik@remérték-feladatanak megfélel
potencialfiiggvény. Az elmondottak értelmében (5\&0)acidja

1 2 1 2
=§£[grad(¢+5¢)] ov—igi;(¢+5¢) o\/—El[ grag] d/+!/§)¢ . (5.32)
A kijeldlt miveletek elvégzése utan
oW = [gradg gradap) d/—j££5¢ W, (5.33)

ahol a @p)>tel aranyos tagot elhanyagoltuk. Ez a tag egyébkém negativ, ezért a
funkcional eltinésekor a fiiggvény a minimumat veszi fel.
A Green-tétel felhasznalasaval kapjuk, hogy

W = J.{A¢+ }5¢dv+jd¢a¢dA (5.34)

\
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A funkciondl variécidja akkortinik el, ha a fellleti integral zérusgdliggveny a térfogatban
elegettesz a

np=-F (5.35)

Poisson-egyenletnek. A variac6szamitas terminojag&é (5.35) az (5.30) funkcional
Euler-egyenlete
A fell'jleti integral elﬂinik haop = 0 a vizsgélt térfogat fellletén. Ez azt jelehtjgy ap

,,,,,,

részeén) a potencial ne valtozzék. Mas szowa%aﬁ(p és ap fuggvény peremfeltétele azonos.

Ha az ebz6 feltétel nem teljesul, a peremegfdizo, azaz a derivalt normalis komponense
n

zérus. (Ez fizikailag a téréség normalis komponensénekiaksét, tehat a fellletersaka
feIUIetteI pérhuzamos komponens Iétezését jelerd.jehat a nggvény variélésénél aperem

------

zérusnak adddik. Ez a variacios feladatténmészetes peremfelteteh egész fellleten nem
ervényesuilhet ez a feltétel (a perem egy részér&edl irni a potencialt), mert ha az egész

¢

peremena— =0 érvényes, ennek csalpa konst. potencialfiiggvény tesz eleget.
n

Ha a peremen Neumann tipusu peremfeltétel adasféie funkcionalt hasznalunk. Ha a
peremfeltétel

0¢ _
%—f(P), POA, (5.36)

akkor az alkalmas funkcional alakja
1
w([g] =§j(grao|¢)2 v-[ppov-p # dA (5.37)
\% \% A

Direkt szamitassal az élendi variacio

W = j {A¢+ }5¢ dV+p(g—¢— fj5¢ dA. (5.38)

\

Az elYrendi variacio eliinésének feltétele tehat

Ag = -P a térfogatban (5.3%)
80
és
?3_¢ = f teljestlése a peremen. (5.3%)
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A variacios elvek alkalmazdsanal a megoldast pgigowénnyel kozelitjuk. Ennek
létrehozdsa Onmagaban is nehéz feladat lehet. K®zelumerikus szamitasokban
felnasznalasdra még visszatérink.

Numerikus moédszerek

Feynmana Nobel-dijas elméleti fizikus irja mérnokhallgatak készilt fizikatankdnyvében
a peremérték-feladatokroél: ,A megoldégyetlen altalanos modszesmenumerikus médszer”.
A vilag egyik legkivalobb analitikus elméjének feartas nélkil elhihetjik, ha az analitikus
eljarasokkal szemben a numerikus eljardsok preatténirdeti. Kilonésen medsiti az
allitast, ha tudjuk, hogy Feynman ezt az 1960-a& élején, tdbb mint negyven éve mondotta
volt, amikor a szamitastechnika még messze nemeédefejlettség mai szintjét. Az akkori
mainframe szamitogépek teljesitménye (extra kie&tdl eltekintve) meg sem kozelitette a
mai személyi szamitogepekét.

A numerikus modszereket a masodik vilaghabor@bti<e kiterjedten alkalmaztak. A szamitasi
munkat kézi kalkulatorokkal, a feladatot részekmntha, olykor tdébb tucatnyi ember
parhuzamos munkéajaval végezték. Ekkor a helyzdibpest mar a 60-as évek elején is oOriasi
elérelépést jelentett az elektronikus szamitogépekn#@ata, még ha a maig tartd 8ejés
tavlatai belathatatlanok is voltak.

A numerikus modszerek két nagy csoportra oszthatok
— az analitikus végeredmények paramétereinek nkoseemeghatarozasa,

— numerikus kozelft modszerek alkalmazésa.

Az elssre a tovabbiakban térszamitasi példat nem adurlen lleredmény példaul a
Fourier-sorfejtésben az egyuitthatok analitikus frvam megadott integraljanak numerikus
kiszamitasa.

A tovabbiakban peremérték-feladatok megoldas@anopéldakat mutatunk, ahol a leird
egyenleteket, illetve a peremfeltételeket kdaatitbdon irjuk le. Ez a kozelités a kilonBoz
hogy a numerikus megoldast (jollehet olykor igek)seéges szamua adattal, tehat diszkrét
adatok véges sokasagaval kell reprezentalnunk.

Harom ilyen modszerrel ismerkedink meg:
— a véges differenciak,
—aveges elemek és a
— momentumok madszerével.
A véges differencidk modszere

A modszert kétdimenziés probléméara mutatjuk be.aldtiositasa harom dimenziora
rendkivil egyszéi. A feladat a

Ap =0, rav (5.40)

egyenlet megoldasa zart tartomanyban, amelynekgeee

p=1(r), rOA, AOA=A (5.41)
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g—¢:g(r) rOA

n

a ¢ fuggvény Dirichlet- vagy Neumann-peremfeltételérede eleget.

A vizsgalt tartomanyt (ez esetlinkben siktartomdeg)ik le egy (a tovabbiakban mindig
ekvidisztans) derékszégraccsal (négyzetracs). A kozélitpotencidlt a racspontokban
hatarozzuk meg.

A racspontokat az alapjan kigtindexszel latjuk el, amelyik ag illetve y iranya oszlop,
illetve sor sorszama.

yA
G ) ) e m— ¢ o)
N,-1 Q O
O { > > { h
hI j O e Fe xxggu re Fat N O (DI-C;’-" { w;'j (f;?-j
h h
¢ > h
( N N " " P f) O w'u‘ 1
=0 &—5 O O—O—P x
i=0 T N,-1
(P:
5.7. abra.Végesdifferencia-racs
Az 4bran lathat6 6tpontos séma potencialjai a ta@zsk:
¢i+1,j: (] a¢h+l|:-?;h2
0 1
¢i—1,j : IJ ¢ h &hz
(5.42)

¢i,j+1_ a¢h+1g;h2

]

¢i,j—l_ (¥ a¢h 1&#

Osszeadva a négy egyenletet, némi rendezés yrkkhogy
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¢i—1,j +¢i,j—1 +¢i,j+1 +¢i+1,j _4¢i,j +

(A¢)i,j = h?

(5.43)

A Laplace-kifejezés diszkrét kozelitését kaptulazighatd, hogy az elhagyott tagbktel
aranyosak.

A térrész minden racspontjara felirhatunk egy lirsedlgebrai egyenletet, (5.43) 6sszefliggést
zérussal téve egyeivé. Ezzel kozelitjuk a Laplace-egyenletet.

A Dirichlet-feltételnek Ggy teszink eleget, hogyparemre &§ racspont potencialjat
megfeleltetjik az (5.41) egyenletbedigiaknak. igy az ismeretlenek és az egyenletek azam
eggyel csokken.

A Neumann-peremfeltételhez a peremen defv1 ; potencialokkal a kbvetkézegyenletet
irhatjuk fel (ezuttal a bal oldali peremre)

(%j P, (5.44)
on J; | h

és ezzel helyettesitjik a perem pontjara vonatkbz8) egyenletet, amelyben példaull; ;
nincs is értelmezve. Sajnos (5.44) elhagyott tagyal aranyos, igy nagyobb hibat tartalmaz,
mint (5.43), ahol a hiba?*tel aranyos. A hiba csokkentbietha nemcsak a peremmel
szomszédos racspont, de egy tovabbi racspont paljands figyelembe vesszik. igy a
Laplace-egyenlet megoldasa igen egyszktinden racspontra a

Pyt tP it~ 4 ;=0 (5.45)

egyenletet kell felirni. A kialakulé egyenletrendszakkor nem homogén, ha vannak
perempontok, ahol Dirichlet-feltételt irtunidel

A Poisson-egyenlet eseténg (x, Y;) koordinatahoz tartozé ismert értékét kell
behelyettesiteniink a racspontra felirt (5.43) elgyba.

Végeredményként az ismeretlen csomoponti poteniail (ezek szama tobb millio is
lehet) lineéaris algebrai egyenletrendszert kapuBknek matrixa azonban (5.43) alakjat
figyelembe véve igen kevés elemet tartalmaz; raddésnd a batléban és adhtldval
parhuzamosan négy mellékatléban helyezkednek elily&n ,ritkas” (sparse) matrixokkal
rendelked egyenletrendszer felirdsara (és a matrix inveyé&) sajatos eljardsokat dolgoztak
Ki.

A gorbe vonali peremeket meg lehet kisérelni négges vonalaival kozeliteni. Jobb
kozelités, ha nem ekvidisztans raccsal dolgozunk.

A modszer altalanositasa nem ekvidisztans ratsvabba harom dimenziora kézenfékv
és alapvéten 0j meggondolasokat nem igényel.

A véges elemek modszere

A végesdifferencia-modszer hatranya, hogy gorbeaNbperemek esetén az illeszkedés a
peremekhez nehézkes. A pontossag javitasa a radakon és igy a racspontok — szamanak
jelens ndvekedésével jar.

A peremproblémak megoldasanak lehetséges modjy, daoacspontokat kéllsiriiséggel
a peremen vessziuk fel. Ekkor a pontokra illeséketts szabalytalan, semmi esetre sem
derékszog. Az 5.8 abran a két dimenzidban leggyakoribb haromszdgtaunsitatjuk be. A
lefedés mas alakzatokkal is torténhet, de a szainszélakzatok élei, illetve csucspontjai
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egybe kell essenek. A megoldasfliggvény kozelitgdéfedés csucspontjaiban adott értékek
meghatarozasaval keressik. Ebben az értelembenges vélemek modszere a véges
differenciak médszere 4ltalanositasa.

o(s)=U_

5.8a abra. A véges elemek felvétele

De csak ebben az értelemben. A szabalytalan réak en Laplace-operator kozelitése
Taylor-sorral nem megfekél Ritka kivételként a szabalyos haromszog racs ézabalyos
hatszdgracs esetén a feladat megoldhatd, de argtilem nem hasznalatos.

A véges elemek mddszerénél is a racspontokbanisttipotencial értekével kozelitjik a
keresett potencialfiggvényt. Feltételezzik, hogy c@omopontok potencialértékei
meghatarozzak a soksZDcplakzat felett a potencialeloszlast. Bbka szempontbol a
legegyszeibb az 5.8 abran lathatdé, haromszog alaku tartomény: a haosidcspont
potencialja a tartomanyban linearis potenciaelsstataroz meg.

A csomopontok potencialjaira vonatkoz6 egyenlegoidasa lehet a momentummaodszer
vagy a variacios modszer.

A momentummadszerrel az integralegyenletek numearikegoldasanal foglalkozunk.

Kétdimenzids esetre szoritkozva a variacios modstez (5.30) helyfludyg permittivitasra
tortérd kiterjesztése alapjan az alabbi funkcionalt kethimalizalnunk

et [#5))

A

ddy-[[ f(x y( x ydd . (5.46)
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A funkcional széléértékét veszi fel (és mint lattuk, ez minimum), &a ismeretlen
fuggveény helyébe a

0 0

2| rxn) Zolxy) aiy{( 02 ol y)} = 1(xy) 5.47)

altalanositott Poisson-egyenlet megoldasat hekigiik. Ez az egyenlet érvényes a sztatikus
elektromos tér és a staciondrius aramlasi tér \eayi feladata esetén. Az altalunk vizsgalt
esetekberx(x, y) a tartomanyonként allandé anyagjellémz permittivitas vagys vezet-
képesséd(x, y) a Poisson-egyenlet jobb oldala: toliésiség, illetve stacionarius forrasaram.

yll (p

O,
P L

N
() y

(xy)

> (X¥.)
X X

5.8 abra. Véges elem koordinatéi és potencialeloszlasai
Ezek utan a csucsponti potencialok altal kijeiokaris potencialfiggvényekkel kozelitjik
a potenciadleloszlast oly modon, hogy a potencidlakkalmas megvalasztasaval

minimalizaljuk (5.46)-ot. A potencialfiggvény megai@zasahoz tekintsik az b.&bra
jeloléseit. Ezekkel a jelolésekkel a kijelolt vegdsmhez tartoz6 lineéaris potenciélfiggveny

#(x.y)=a +hx+cy, (5.48)

ahol aza,, b, g egyitthatok az

1 Xi yi a'I ¢i
Lx y||b|=]¢ (5.49)

1 X Y] LG b,
egyenletrendszer megoldasabol adédnak.
Az (5.46) funkcional szétertekének szikseges feltétele:

W . Oi (5.50)

0o,
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N véges elem esetén (5.46) kozelitése az egyes babgek felett értelmezedy; integralok
0sszege:

w: N{ jj l( jz (3] }dxdy jj f¢dxdy} (5.51)

Az (5.48) és (5.49) segitségével kiszamitott kéeiggvényeket behelyettesitve (5.51)-be és

az (5.50)-ben szerepfeltételt felhasznalva, valamennglvi parcialis derivalt kifejezhéta

csoméponti potencialok figgvényeként.

A racsponti potencialokra felirt egyenlet ezeknuaa

aw

=0 (5.52)

100 a¢|
egyenletek 6sszessége, ahgelenti mindazon véges elemek sorszamat, ametyeddeazi-edik
racspontot csucspontként tartalmazzak. (5.52)-tdemrracspontra felirva egy ritkas matrixd,
lineéris algebrai egyenletrendszert kapunk erediény

A peremfeltételek kézll a Dirichlet-feltétel tedjdését a peremen fekvacspontok ismert
potencialjainak rogzitésével biztosithatjuk. A aards elvek targyaldsanal kapott eredmény
szerint a homogén Neumann-feltéteimészetes hatarfeltétdla a perempontokra semmit
sem irunk €, a peremen a homogén Neumann-feltétel automatikiediesul.

A véges elemek modszere harom dimenzidra hastwdk alapjan altalanosithatd. A kitoltés
legegyszeibb egymashoz illeszkéd tetraéderekkel torténhet, amelyek csucspontjainak
potencialjai meghatarozzak a tetraéder belsejélpetemcialeloszlast kozealitliggvenyt.

Momentumok modszere

A momentummaodszer altalanos kozgelihddszer linearis operatorral rendelkegyenletek
megoldasara. A megoldast fliggvénysor alakjabarskammodszer.

A madszer integral- és differencialoperatorok ésetgyforman alkalmazhato. igy a véges
elemek modszere is felépithet momentummabdszerre.

A modszert olyan altalanossaggal targyaljuk, hogydkét esetben érvényes kijelentéseket
tudjunk megfogalmazni.

Legyen adott ak linearis operator, amelyre

Lf=g, (5.53)
ahol az ismeretle fliggvény és az ismeg flggvény meghatarozott (nem szukségképpen
azonos) flilggvényosztalyba tartozik.
Az (5.53) egyenlet megoldasanlapperatorl. ™ inverzének megkeresését értjiik

f=L"g. (5.54)
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L™ nem feltétleniil llithatd élzart alakban, illetve véges algoritmus formajaban.

Az elektrosztatika (5.11) integralegyenleténektéasepeldaulg az elektrodak ismert
potenciélja a feluleten (a hely korlatos fuggvenyey fellleti toltéssriiség (szintén a hely
fluggvénye, de ha az elektrodak felllete nemdkellsima, mert példaul élei, csucsai vannak,
nem feltétlenll korlatos).

A momentumok moédszere a kereskttiiggvényt kozeltileg egy linearisan fliggetlen
elemekisl 4ll6, véges szamU elemet tartalmdgg} fiiggvényhalmaz soraként allitjasel

f= Z fo., (5.55)

aholf, azf-t6l ésgn-t6l fliggoé konstans. Ap, fliggvények dazisfliggvények
Az (5.55) kifejezést az (5.53)-ba helyettesitve

N

> f.(Lg.)=g. (5.56)

n=1

ahol felhasznaltuk, hogy ak operator linearis. Az operator kozélitnvertalasat a#,
egyutthatok meghatérozédsa jelenti, hiszen ha fgz Halmaz ismert, (5.55) kozedbieg
eléallitja a keresett fuggvenyt. Az §,} sorozat meghatarozasahoz a momentumok maodszere
masik fuggvényhalmazt, av,} sulyfliggvények halmazéat definialja. Megkoveteljidogy a
valasztott skalar szorzat definiciéval valamennyi,<¢n> €s <y, g> skalar szorzat
értelmezve legyen.

A skalar szorzat valés elemek esetén olyan két#sy mivelet, amelynek eredménye valés skalar
mennyiség, és eleget tesz a kdvetkiettételeknek:

<a, b> = <b, a> — kommutativitas,
<a,b+c>=<a, b> + <a, c> — disztributivitas.
<a, a> > 0 pozitiv definit, mert az egyeigégjel csaka = 0 esetben allhat fenn.
A tulajdonsagok pontosan megegyeznek a vektorakiskzorzatanak tulajdonsagaival. Az analogiajafap
aza elem abszolut értéke:

|a] = J<aa>.
Az elektrosztatika integralegyenleteinek eseté&kalar szorzat két fliiggvény szorzatdnak
az integraloperator tartomanyan vett integralja.

Minden egyes sulyfuggvénnyel képezve (5.56) skakwmorzatat, a kovetkéz
egyenletrendszerhez jutunk

N
Y <w, g, > f =<w,,g>m=12,..,N, (5.57)
=

M = N esetén az egyenletrendszbr:[lmn]=[< W, Lo, >] matrixa kvadratikus, és ezert
kozvetlendl invertalhato

[f]=1 ] *gm)- (5.58)
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Az eljarastwn, = ¢pn esetén, ha a sulyfuggvények és a bazisfliggvényekosak,
Galerkin-modszernekevezik. Ha ad. operator dnadjungalt és a{}-t az operator teljes
sajat-flggvenyrendszerének csonkitasaval kapjugljas nev&ayleigh—Ritz-modszer

A kozelités hibajat definiald kifejezés
N

n=Ly f.6.-9. (5.59)
n=1

A momentummadszer ezt a hibat kicsivé teszi oly ompdhogy

<Wm, 7> =0,m=1, 2,..M. (5.60)

HaM>N vélasztassal éliink, a megoldast akkor is az (5i@) valamilyen modon tértérminimalizalasaval
keressik. llyen feladat linearis programozasi éfjakkal oldhaté meg.

A modszer alkalmazéaséanal a kérdés, hogyan valassbakis- és sulyfuggvényeket, illetMeesM értékét. Erre
a megkivant pontossag és a rendelkezésre diforeasok: tarkapacitas, szamitasi sebesség stieréséen a
gyakorlat ad valaszt.

A bazisfuggvények eés sulyfuggvények két nagy ce@poaz egész tartomanyon
értelmezett fliggvények (példaul trigonometrikusdgii@nyek, ortogondlis polinomok), és a
résztartomanyokon értelmezett flggvények. Ezek csakegész tartomany egy részeén
kilénboznek zérustdl (impulzusfuggvények).

Mindkét esetben a mddszer altal megkovetelt idlegat altalaban numerikusan szamitjuk
ki. Példaul résztartomanyonként, polinom karaktfiiggvények esetén a véges elemek
modszerének megalapozasahoz jutunk.

A modszer gyakran hasznalt valtozata, ha sulyféggként a résztartomanyon értelmezett
o-fuggvényt valasztjuk. Ekkor

w, =d(R,), (5.61)

és (5.57) alakja

3 f.(Lg,

n=1

2)=9(R), m=1,2.M (5.62)

Az egyenletbl latszik, hogy nem az egész tartomanyon, csugaelstt kijeldlt pontjaban
koveteljlk meg az egyenlet teljestlését. Ezért adgmért gyakran pontillesztésnek
(kollokacio) nevezik.

El6nye, hogy a matrixelemek szamitasa egysderpéldaul csak egy integralast kovetel
az integralegyenletek esetén. Hatranya, hogyékptintossagu szamitdshoz az altalanos
maodszernél jéval nagyobb szamu bazisfiuggveény feléekodveteli meg.

Harom numerikus médszert mutattunk be a térszaralggmegyenleteinek megoldasara. Ami
szembainéen k6z6s bennik:
— valamennyi médszer véges szamu reprezentalorskaldnyiséggel kozeliti a keresett

fuggvenyt.
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— A véges szadmu ismeretlen meghatarozasdra az tieregperatort algebrai
egyenletrendszerre képezi le.

Az algebrai egyenletrendszerek megoldasara szamss &goritmus (illetve program) all
rendelkezésre.
Elektrosztatikai feladatok valtozé ¢ esetén
Analitikus megoldasok

Elemi megoldast a homogén kdzegekben kapott magokthoz hasonléan csak egysizer
geometriak esetén kapunk.

A helyettesid toltések modszere kozill a tukortdltések altaldésaisik hatarfelllet esetén
lehetséges. Elrendezésiik az 5.9. abran lathato.

¥ €4

5.9. &bra.Ponttoltés dielektrikumban

A megoldéast az
e0p,=Qd(x)o(y)d(z-d =20 (5.63)
g0p,=0 z< (5.6%)

egyenletrendszer adja. (A ponttoltésiségét delta-fliggvénnyel adtuk meg.)
A két kozeg hataran teljestlnie kell az alabl#ételeknek

¢.=9, (5.640)
és
51%252%, azaz(sl%:gz%. (5.6%)
on on 0z 0z

V4

toltést (5.10. abra).
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5.10. abra.Helyettesid toltések

Ekkor az > 0O féltérben a potencial

$(P)=— EEQ*LEJ- (5.65)

arE, \r, 1,

Ha a potencialt @ < 0 féltérben is meg akarjuk hatarozni, ebbenri@sében forrasmentes
elektrosztatikus teret kell kapnunk, hiszen az etiezglrendezésben a féltérben nincsen toltés.
A legegyszdibb feltevés, amellyel élhetiink, hogy a potenciabeggezik az eredeti toltés
helyén |€¥, de azzal nem megegye®” ponttoltés altal Iétrehozott potenciallal homogegn
permittivitds esetén

¢= BQ— z< 0 (5.66)

areE, T,

Belathat6, hogy

i i :—i i :L (5 67&)
oz\r, ) 0z\r, ) (Xz N dz)% ' '
M z=0 > z=0 (X2 + dz)%

Ezekkel az (5.64) folytonosséagi feltételek az al&dlvetelményeket tamasztjak

Q-Q'=Q", (5.68)

gi(QJer) :giq'_ (5.68)

2

Az egyenletrendszert megoldva megkapjuk a helyigitgdteseket (5.10. abra)

Q= —(ﬂjQ, (5.6%)

&g, té&
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& té

<T=[ 2, jQ- (5.6%)

Az ered vektorvonalak szerkezete az 5.11. 4bran lathaté.

D\

€,< &, €,” &,
5.11. abra.Vektorvonalak dielektromos féltér kozelében

A hatérfeluleten valddi toltés nincsen. Nincselddiaoltés a kozegek belsejéberiaonttoltés
kivételével), hiszers szakaszonként allandé, ezértivP =-(g, -&,)divE=0. A peremen

azonbarz valtozik, ezért ott
O,y =0 =—(P, -P,)n,, (5.70)

szabad —

ahonnan az (5.67) felhasznalasaval

_Q fle),  d (5.71)

Toot = ~ o & (&, +€) (Xz+dz)%'

pol — “szabad

A feluleten fellep szabad téltés fontos majd az integralegyenletitagznalé altalanos
megoldasban.
Az ¢, >> ¢ esetben az, dielektrikum fémekhez hasonléan viselkedik. Balben az

elektromos tér igen gyenge lesz. A fellileti toliggség a vezétfeliletén mérthez tart, a2
gl
szorzG6tényeitol eltekintve.

Részletes bizonyitas nélkil bemutatjuk, hogy deklisomos tikrozés gombon is l1étezik
(5.12. 4bra), de itt a ponttoltések mellett vornadgiek is megjelennek helyettésibltésként.
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>

5.12. 4bra.Tukrozés dielektromos gombon

A gombon kival ( > R) a Q toltés ésQ’ helyettesit toltés, valamint aQ’-t6l a géomb
kbzéppontjaig tartd vonaltoltés egyittes terevdll s@molnie; permittivitasa térben, ahol

. [&-€ |a
=— ——=|—0Q. 5.72
Q (‘92 + glJ d Q ( )
A gbmb belsejében a tér az eredgtiltés helyére tett
Q=-22q (5.73)
‘92 + ‘91

toltés és egy, a ponttoltésta veégtelenig hizodo vonaltdltés tere gz permittivitasu
kozegben. A ponttdltésekre vonatkoz6 formuldk hbEs@ga a félvégtelen tér
0sszefluiggéseihez szembéotl

Az integralegyenletekelirasa sokféle lehet szakaszonkeént allando pevitasu kdzeggel
kitoltott térben.

A masodlagos toltések mddszere azt jelenti, hotgr @ltal Iétrehozott szabad téltéseket
keressik és hatasukat szuperponaljuk a gefjésm. Szakaszonként homogén
dielektrikumba csak a kulonbé&zpermittivitasu kozegek peremeén jelenik meg poéanias
toltés, amint azt a 3. fejezetben lattuk.

A perem barmely pontjaban érvényes 6sszefliggések

E,~ B, =2, (5.74)
80
Efn :ﬁ’ (575)
2
&E, =&,E,, (5.76)

ahol o; a fellleti szabad toltésidisége.

(5.74) és (5.75) a fellleti toltésréteg tésmegének ismert tulajdonsagat irjak le, (5.76)
barmely peremen érvényes.

A harom 6sszefliggés kombinaciojabdl

_até DUSZ(P)
£-€, 28,

E(P) (5.77)
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UgyanakkorEs(P) meghatarozhat6 a térben talalhatd szabad toliéksek

a.,(P) Gg_—gjo G—dA+—Z.[07(Q aldaz0 RIA

277 & 1é&, Ne Tog Ny Tog
(5.78)

ahol az egyszéség kedvéeért egy zart peremfeliletielektrikumot feltételezink, Kivis;,
belll & permittivitassal (v0. az 5.74 egyenlettel és alkifmutaté pozitiv normalissal).
Ezenkivll n elektrédan helyezkedik el toltés. Potencidljaik alAbbi egyenletekben
rogzitettek

__1 (2(Q 1 5249
¢K_4naofj g dpb+4mo;£i g T A >
k=1,2,..n

A fémelektrodak valodi toltése a szabad toléésb
o= £ o (5.80)
£

maodon szamithato (v6. a 3.15 és a 3.16 egyenld)ekke

A parcidlis differencialegyenletek homogén térrészekben ismert alakiak. A megaldastilkség
van a kil$ peremeken a potencial vagy normalis derivaltjcammkértekére. A dielektrikumok
k6z6s peremén a feltételek megegyeznek az (5.684)efekkel. Az egyenleteket térrészenként
oldjuk meg, és a peremen illesztjik a megoldasokat.

A variacios médszereketvaltozo permittivitasu kozegben két dimenzioé emutattuk az
(5.46) formuldban. Kiterjesztése harom dimenzi@aekfeky.

Numerikus moédszerek

A véges differencia modszeralsetén a homogén térrészekben valtozatlan forkn&aa
egyenletek. Két kulonbdzpermittivitAsi kozeg hataran a racspontok potdjaca normalis
derivaltakban szerepel (5.13. abra).

(I)i-ti (I)i,j (I)i+1 J

g « " " .

5.13. abra.Perempont dielektrikumok hataran

O
O
O

A4
A
Y

© Hungarian edition Miszaki Kényvkiadé Kft., Budapest, 2008

Minden jog fenntartva. 1 08



B =9,; 5_40 +O(h2), (5.81a)

0
Biaj =B +ha_f< +0(h2)- (5.81b)

Az ismert folytonossagi feltételeéb

51((;(’] —qq_lj):sz(¢+l—4gj )+O(h). (5.82)

Gorbult peremek esetén tovabbi megfontolasok sgdsek. Ezek bonyolitjak az
algoritmust és csdkkentik a pontossagot.

A végeselem-mdédszerekkelhdromszdg (illetve harom dimenzidban tetraédkfiit véges
elemek csucspontjait a dielektrikumok peremfeliiletell felvenni. Ezzel a potencialok
folytonossaga és az (5.51) formulat alkalmazvaraenabs derivaltak folytonossaga is teljesdl.
A végeselem-modszerek nemcsak a peremek, hanem lg@onfissagi feltételek
figyelembevételének is hatékonyabb, koénnyebben Ikette mddszerei, mint a véges
differencia médszerei.

Tovabbi feladatok

A 3. és 4. fejezetekben lathattuk a stacionamambasi tér és a stacionarius magneses tér
aramot nem hordoz6 térrészekbdn=(0) skalar potenciallal allithatoseés teljesen analég a
valtozo permittivitasu kozegekben kialakuld elekiiatikus térrel.

A 3. fejezetben bemutatott analdgiat kiegészitvieaeom terlilet analdg mennyiségei a
kovetkedk.

5.2. tablazat.Elemi Uton szamithato tér ekvipotencialis fellletei

Elektrosztatika Stacionarius aramlasi tér  Staciosgsztatikus) magnes tér
E = -gradg E = -gradg H =-gradp,,
D=:E+P J=o(E+E,) B=u(H+M)
£ o U
Q I csak polarizaciés toltés
—divM

A magneses skalar potencial kilénoésen j6 aramhoré@gneses terének vizsgalatara, ahol a
hurok potencialjdnak egysfegeometriai interpretacioja van (ardnyos a térafiszoggel),
de tobbérték.

Az igen nagy érték (elvben végtelen) kdzegjellethperemén a tér vektora ndegges a
hatarolo fellletre. Mas széval a hatarolo felllatigotencialis fellletként viselkedik.
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Méagneses tér szamitasa vektorpotencialbol
Parcialis differencidlegyenlet

A 4. fejezetben lattuk, hogy a

rotH =J, (5.83)
divB =0, (5.84)
B=H (5.85)

egyenletek altal leirt stacionarius magneses tédigileirhatdé egy vektorpotenciallal, mert
(5.84) kdvetkeztében

B =rotA. (5.86)

Az (5.85) lineéris, izotrop kézegekben (5.83) &sdbhnalasaval

rot(l rotAj =J. (5.87)
U

Bemutattuk, hogy has véges tartomanyban allandd, és Coulomb mértékatalssal élliink
(divA = 0), akkor a vektorpotencial a

AA =—1]. (5.88)
vektoridlis Poisson-egyenletnek tesz eleget. Enrhaskalar egyenlet, amelyloCoulomb
mértékvalasztas kovetkeztében csakdketégoldasa fliggetlen.

A peremeken az (5.88) egyenlet megoldasait a rergknatkozd peremfeltételeknek
megfeleben kell illeszteni.

Variacios formalizmus
Az (5.87) egyenlet végtelen térben kel gyorsan, (B) eltiiné potenciallal a
1 1
W(A)=[| = Arot =rotA | -JA [V (5.89)
vi2 H
funkcional Euler-egyenlete.

Az integrélast az egész térre kiterjesztettikgpemlet a Green-tételkdrbe tartozo integral-
redukcios tétellel

J'(rotu rolv—u rot rot/)dlzj(ux rot) d (5.90)

\% a

az alabbi, csak @lsendi derivaltakat tartalmazé alakra hozhaté
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W(A)=| L rota? 3 A Jav =0, (5.91)
vi2d
amelyek lokélis minimuma van korrektbehelyettesitésekor.

Folyjék az .y permeabilitasu végtelen kiterjedékdzegben véges térrészbé@naram. Az
arammal diszjunkt véges térrészben a permeabiktggen 1,. Ebben az esetben az 5.91
alakja

1¢ 1 2 1,1 2
W( A =—||=|rotAl" = JA|d V+— | =]|rot d\v. 5.92
(4 MVL' A } uzjz| 4 5-92)

A varialashoz legyemA;, =A,, + dA,. Ehhez a véges térrész hatarolo felllete mia&0{5.
értelmében figyelembe kell venni a fellleti intdgth adddo feltételt is

1 1

z!é’Al(rotAmBh)—EJ;é'Az(roA o) = G, (5.93)
ahol a vegyes szorzatban a térdegorrendjét valtoztattuk. Ez a feltétel akkoresijl, ha a
variacio tangencialis komponense folytonos a fédiie

nLOA, =n DA ,, ahonnan a

in [fotA, =in [fotA, (5.94)

H M,
természetes folytonossagi feltételt kapjdktangencialis komponense folytonos a peremen.

A masik folytonossagi feltételurig, folytonossaga, ahol

n(B =nrotA, =div, (A @).
Innen a folytonossagi feltétel

A, m=A,R, (5.95)
azazA tangencialis komponense folytonos.

Amennyiben a véges elemek modszerénél alkalmazukaridcios formalizmust, a
fentieket figyelembe kell venni.

Allandé magnesek

Mivel J = 0, a magneses teret a rogzitett dipoldiriség hozza létre. A tér skalar
potencialbdl allithato él
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H = —gradg_ =B -M, (5.96)

0
aholgn, egyértéki, nem ciklikus potencial.

(5.96) mindkét oldalanak divergenciajat véve ki@gu

Ag. =divM (5.97)
Poisson-egyenletet.

A megoldast az elektrosztatikabdl ismerjik. Enédklmében konkrét esetiinkben a véges
térfogatban 16§ magnesesség potencialjat térben elosztott tédtéalideti toltés hozza létre.

Q ’

¢, (P)= _ 1 (dveM(Q) dv +ijb M(Q) g

4, Moo 4, I'po

ahol azA fellletelem vektor, és a zart felulétikifelé mutat. Ha a magnesezettség a térfogat-
ban homogén, csak a fellletendgwltés” hozza létre a magneses teret (lasd adbt).
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6. KONCENTRALT PARAMETER U HALOZATOK

A Maxwell-egyenletek altalaban a térben eloszt@rhviselkedését irjak le. A geometriai tér
barmely pontjdban létezik (elvben) az elektromagse®r. Egyes térjellerik valtozasa
barmely pontban meghatarozza mas térjeltdmalajdonsagait, és viszont. Az energia az
egész térben elosztott, és elvben a veszteségek is.

Az eddigi feladatok soran voltak olyan elrendekgsemelyekben a jelenségeket jol
lehetett lokalizalni. A vékony vezetékben az arametése kis atméfi, hengeres vezetékben
(drétban) tortént. A vezéképesség a vezetéken kivil zérus értdgy a véges vezét
képességhl szarmazo Joule-veszteség kis térrészre koncédikal

Ha a kondenzéatorban a nagy kiterjddésgyverzetek kdzel vannak egymashoz, és nagy
permittivitdsu dielektrikum van kozoéttik, az elektros tér gyakorlatilag teljes egészében a
fegyverzetek kozotti térrészben koncentralodik. z8rts tér eéssége és igy a benne térolt
energia az 0sszes tarolt energiahoz viszonyitveyéss.

Ferromagneses anyagok jelenléte nélkil az araah gdéirjesztett tér viszonylag nagy
térrészben van jelen. A magneses teret mestersegeneentralo elrendezések (sokmenetes,
hosszU tekercs) szért tere még mindig igen nagym#gneses tér & koncentraciojat
toroidtekercsekkel (ezek szort tere elenygss ferromagneses magokra csévélt tekercsekkel
(ktlénodsen, ha zartak) lehet elérni.

Egyes elrendezésekre jellefnz hogy a me& kis térrészekben koncentralddik.
Vizsgalatukra a Maxwell-egyenletek hasznalata tul26 térben koncentralt energia és
veszteségek esetére egyfséjik az egyenleteket. Az elrendezésdketcentralt paraméter
hal6zatoknakevezzik.

Egyenaramu halézatok

Az alapegyenletek

rotE =0, (6.1)
divd =0, (6.2)
J=0(E+E,)=0E+J,. (6.3)

Foglalkozzunk a 6.1. 4bran lathaté egyszeamkorrel: telep (akkumulator vagy galvanelem)
és poélusaira kapcsolt ellenallas.
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6.1. abra.Az Ohm-térvény levezetéséhez

Az elrendezésbelt;, fizikai tartalma nyilvanvald. A telep elektrédab#ott nyugalmi
allapotbanE elektromos téréisség lép fel, amit a fegyverzeteken felhalmozotiltesek
hoznak létre. Ennek ellenére a véegesezetképesség elektrolitban nem folyik aram. Ez
csak ugy lehetséges, hogy az elrendezésben fajplgan hatas, amely (6.3) értelmében
kioltja a téreésség hatdsat. (Ez a hatés lehet kémiai folyamatlyasuétvalasztja a toltéseket
a fegyverzetekre. A nem elektromos hatas elektrokifegezése vanisitve azE,-be.) Az
abran lathaté zart vonal mentén (az 6ramutat6 gaeds megfelél iranyban) integréalva a
térességet

$Ed +PE,d =4
L L L

ahol az el§ integral a (6.1) miatt zérus. A masodik integrsdic a telep belsejében vett Uton
értelmezett, és az un. Uresjarasi feszlltségenidléi. (A fizikusok ezt gyakrarelektro-
motoros ef kifejezéssel nevezik meg.)

A jobb oldali integral két szakaszon torémtegralasra bonthatd: integralas a telep
belsejében, illetve azon kivil, a kapcsok koze dmdit ellenallason. Miutan az aram a
valtozo keresztmetszet ellenére az egész korbarmoaz(6.2) értelmében az egyenlet

d, (6.4)

S

U, =IR, +IR, (6.5)

alakba irhat0, ahd®, a telep beks ellenallasaRy a kapcsok kozé helyezett kéilsllenallas.
Véges hosszUsadiikeresztmetszétvezeték esetén az

U :?S% dlzlcf%:lR (6.6)

0sszefuggéshez jutunk, amelggtm-torvénpeknevezink. Egyuttal az ellenallas definicidjat
is megkapjuk. Az ellenallas egységeatum (Q2 = V/A).
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A belg ellenallasokat az aramkor részeként kezelve baoitgbb aramkorok tetszés
szerinti zart kérére hasonloan felirhat6 (6.2. gbragy

DU =D LR . (6.7)

6.2. abra.A huroktorvény szemléltetése

Ez az dsszefuggésirchhoff II. torvenyg, vagy ahuroktérvényegyenaramu, koncentralt
paramétef haldzatra. A torvény allitasa: barmely zart hukokilljarasa esetén a fesziltségek
0sszege, tehat a korulhalado téltésen vegzett $ssarka zérus.

Kirchhoff I. torvényé vagy acsoméponti térvénytz eddig fel nem hasznalt (6.2)
alaptorvénybl szarmaztatjuk (6.3. abra). A csomopontban tgigis halmozddhat fel, tehat a
zart felileten atfolyé aram zérus. Miutan az ararssk a vezetékekben folynak, az egyenlet

I 1
vagy altalanossagban

>1,=0 (6.8)

alakba irhat6, ahol az 6sszegzést a csomopontiés kiefolyé valamennyi aramra fel kell irni.
Zart fellleteken a kifelé mutato irdny a pozitivz Agyenletbe a kifolyé aramokat pozitiv, a
befolyd aramokat negativégtllel kell behelyettesitentink.

Az egyenlet fizikai tartalma nyilvanvalo.
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6.3. 4bra.A csomoponti torvény levezetése

Az ellendllason kivil definialtunk egy Uj halézatemet, desziltségforrastA fesziltség-
forras polusai k6zott a fesziltség a rajta atf@dyamtol fuggetlendl allandirrasfesziltség
A feszlltséggenerata teljesitményt add berendezés beleszteségeit is figyelembe veszi.
Linearis modellje sorba kapcsolt fesziltségformabe$ ellenallas (6.4. abra).

Dl

oy

6.4. 4bra.Feszlltséggeneréator
Jellemdje az U=Ug=U; forrasfesziltség, az,Rsoros) bels ellenallas

Az aramgiriiség (6.3) alakjanak segitségével egy masik idealisagrilletve generator
definidlhatd.

Az aramforrasagan meghatarozott aramfoarasaramfolyik a kapcsain lé feszultségtl
fluggetlenil. Ha a bels veszteségeket figyelembe vesszik, a forrassalupanmosan
kapcsoljuk a betsellenallast. Az elrendezés nedamgeneratof6.5. abra).
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6.5. abra.Aramgenerator
Jellemdje az |=lq forrasaram, az Y parhuzamos) belsellenallas

Egyszeti példan mutatjuk meg, hogy a Kirchhoff-egyenletdkieéeget tet arameloszlas a
disszipalt teljesitményt minimalizalja.

Folyjék | 6sszaram a parhuzamosan kapcBplésR; ellenallasokon. Az ellenallasokon
folyd |, ésl, aram eleget tesz a

Iy =1, +1, (6.9)
csomoponti egyenletnek. Az ellenallasokon disstig§iesitmény

P=1/R +I’R,. (6.10)

A teljesitmény minimumat a feltételes s#éldék-szamitas agrange-multiplikatoros

modszereel keressiik. (6.10)-hez hozzaadjuk a 0-ra rentdé&&) egyenletd -szorosét, és
keressik az immar haromvaltozos

P=I/R+ 1R+ Al = (1, +1,) (6.11)

fuggveény szélksertéket. A feltételi egyenletek a kévetk&z

a—P=2I1R1—/]=O, (6.12)
al,
9P 2R -A=0, (6.13)
al,
oP
5=|0_(I1+|2)' (6.14)

Az utols6 egyenlet megfelel (6.9)-nek, a (6.12$-13)-boIA kikiiszbbolésével az
I,R -1,R, =0 (6.15)
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hurokegyenlethez jutunk. A csomoponti egyenleetgljése esetén a disszipalt teljesitmény-
nek akkor van szégrteke, ha a hurokegyenlet is teljesil. (6.10)jatad nyilvanvald, hogy
a szélgértek csak minimum lehet.

Tetszoleges idiflggédi haldzatok

Az egyenaramu, koncentralt paramétdralozatokra vonatkozd egyenletek altalanositasa
id6ben valtozé esetre nem magatol édét Az idébeli valtozas esetén a haldzat kiterjedtsége
olyan nagy lehet, hogy az elektromagneses hatjsdési ideje a halézat egy részén
0sszemérhéta lejatsz6dd folyamatok jellerizdejével. Mas szdval a késleltetés a haldzat
egyes elemein felléparamok és fesziltségek k6zott nem elhanyagollsak@lcsénhatasok
nem tekinthetk egyidejinek. (Ké$bb latni fogjuk, hogy a feszliltség és az aram sem
definialhat6 sztatikus, stacionarius modon.)

Ezt ebre bocsatva egyenleteink

rote = —a—B, (6.16)
ot
diva+%2 =0, (6.17)
ot
J=0(E+E,). (6.18)

A Maxwell-egyenlet helyett a bi#é szarmaztathato folytonossagi egyenletet vedagydgdembe.
A (6.16) mindkét oldalét integraljuk az &ramkorékifeszitett fellletre, ekkor

jrotEolA:—a—BcA:—i B a=-22 (6.19)
) ) ot ot ot

A Stokes-tétel szerint ez
qSE a=-92 (6.20)
1 dt

alakba irhatd, ahol az aramkor mentén vett integralasi at. A fluxuesederivaltja az
indukcio valtozasabdl adddik, nem kell a parcidisivalttal szamolni.

A korben szerepl koncentralt elemek: feszultségforras, ellenalks)denzator a (6.18)-
bél szarmaztathaték. Mindezen elemek fesziltséggietemik a (6.20) egyenlet bal oldalan
szerepd integralban. Végul tehat az egyenlet

Ub+UR+UC=—C:j—T) (6.21)
alakba irhat6. Tobb halézati elem esetén az eglyalddanossagban
do
_J+2Ujk =0, (6.22)
d <
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aholj a hurok szamé pedig a hurkon elhelyezkédgak sorszama.

A csomoponti egyenlet alakja megegyezik a (6.8)eagyamu alakkal, ha a csoméponthoz
nem csatlakozik kondenzéator, mivel ilyenkor a cspardot tartalmazo6 térfogatban az
Ossztoltés mindig zérus. A zart felllettel koritveérfogatban toltés helyezkedik el
koncentrélt paramétérhaldézatokban abban az esetben, ha a csomoéponthuierkzator
csatlakozik, és a kondenzator egyik fegyverzeteérdodat belsejében van. (A masik
fegyverzet értelemszigen kivil esik a csomopontot, elagazast is tartatn@fogaton.)

fi1
O
S

/

Uc

6.6. abra.Zart felllet felvétele kondenzétort tartalmazo6 sgtén

A 6.6. abran lathatd térfogatra felirva a folytos@g egyenletet
&ﬂLZim -0, (6.23)

aholi a csomépont sorszanmkaa csomopontra illeszk8dag sorszama. IfYc a csomopontra
illeszked valamennyi kondenzator csomopont felé ésgyverzetén elhelyezkédoltések
0sszege.

Az egyenlet idben valtozo esetben Kirchhoff 1. vagy csomopontrédye.

A koncentralt paramétérnaldézatok Kirchhoff-egyenletei a hurokfluxus éssmmaopont-
hoz illeszked tdltés mérlegegyenletei. Koncentralt paramététlézatokban altalanossagban
a vagattoltések mérlegegyenletéivan sz6. Az egyenletekben a fluxus az on- ésskilos
induktivitasok, a toltés a sajat és részkapacit@sdieresztil kapcsolddik az agakban folyo
aramhoz, illetve a kapacitadsokban fellépsziltségekhez.

Bar ezeket az egyenleteket is Kirchhoff nevévéljjigk, felirasuk nem hozzaitoédik.
llyen tipust aramkdri egyenleteketéstor William Thomson (akit Lord Kelvin néven
ismerhetunk) irt fel 1853-baeydeni palackipust kondenzator kisutésének vizsgalatara. A
kistts aramkor ellendllasan kivil figyelembe vette aaktivitdsat is. Kimutatta, hogy ha az
ellenallas bizonyos kiuszobérteknél kisebb, a ksubvdzcillaldo arammal megy végbe.

Ugyanebben az évben fedezte fel a magneses engral Li® kifejezését. Az elektromos
energiaW, =1 QU kifejezésétHermann von Helmholtalalta meg 1847-ben.
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7. TAVVEZETEKEK

Elosztott paraméteni haldzatok

A 6. fejezetben mutattuk be a koncentralt paramétedlozatok leirdegyenleteinek, a
Kirchhoff-egyenletakek a szarmaztatasathdaxwell-egyenletddl. Mar ott megjegyeztik,
hogy a koncentralt paraméiehalézatok csak akkor tekintldét az elektromagneses tér j6
modelljének, ha geometriai méreteik kdvetkeztébemrlaktromagneses hatas terjedési ideje
kicsi a halozatokon belll a karakterisztikughdz képest. Ellenkézesetben az elektromos
potencial (feszlltség), a divergenciamentes arhetye a beblik szamithaté elektromos és
magneses tér tobbé nem korrekt leirasai az elekijopses jelenségeknek.

A két szél§ leiras (koncentralt paraméieinélozat és meg kozott létezik atmeneti zona,
amely mar a véges terjedési sebességet figyeleedm®, le még mégzi a fesziltséggel és
arammal tortéh leirds egyszéségét. A feltételeknek eleget teelrendezések aglosztott
paramétesi hal6zatok Ezekben a haldézatokban a leiras soran mar nenazsiaktol figgnek
a leir6 mennyiségek, hanem (az esetek @ddbbségében) egy térbeli koordinatatdl is.
Tipikus elosztott paraméiehaldzat davvezetéek

A tavvezeték elvben homogén kitokieésérben két parhuzamos alkotdju, tétsges
vezérgorbdj fémhenger. Az idedlis tavvezeték idedlis féemhesiga@t all, a valodi vezeték-
nél engediink eldth a szigorusagbol.

A tavvezeték elvben végtelen hosszlu. A gyakorfattemmeészetesen kezdete é€s vége is
van, de elég hosszu ahhoz, hogy ne lehessen koaltgairamétdmek tekinteni.

Az ideadlis vezeték nem valtoztat iranyt. A gyaktishn ez nem valdsithatd meg, de az
irAnyvaltas rendszerint csekély hatasat nem viadgal

Az elektromagneses hullamokat vizsgalva bebizbaydt, hogy parhuzamos, idealis
fémhengerek kornyezetében tébbek kozott olyan legkubki, ahol a villamos és magneses
térebsségnek is csak a hengerekre dtegges sikban van komponense. Ezek a transzverzalis
komponensek, az ilyen struktirajua tér neve: traaszlis elektromos magneses tér, roviditve.
TEM. Véges vezéképesség esetén a tér csak keveset torzul, a TiEMdemeg jol kozelit.

Inhomogén keresztmets#ekitdltés esetén nem alakul ki TEM, egyik vagy nkét
térebsségnek hosszanti (longitudinélis) komponense s ilgen tavvezetékeket is a TEM
modusu tavvezetékhez hasonlé modon lehet leirtérggalni, ezzel azonban a tovabbiakban
nem foglalkozunk.

A 7.1. abran néhany tavvezeték-keresztmetszaittativiegfontolasainkat a vezetékparon
mutatjuk be, de azok valamennyi kétvezetékes tatekre ervényesek.
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Tavvezetékek

Homogeén kitoltési  Inhomogén kitoltesa

O O

vezetékpar laposvezeték
(Lecher-vezeték) (tv-kabel)

Koaxialis kabel Mikroszalagvonal
(mikrosztrip)

= 22
Szalagvonal Koplanaris vezeték

Arnyékolt vezetékpar

Szimmetrikus szalagvonal

7.1. abra.Néhany gyakran hasznalt tAvvezeték keresztmetszete

Az eredmények kénnyen altalanosithatok tobbveestékvvezetékrendszerekre is.

A 7.2. abran lathaté a tavvezeték altalanos ebeése. A tavvezeték egy kicsinyk d
hosszUsagu szakasza minden iranyban olyan Kkitstjed@gy koncentralt paraméter
rendszernek tekinthé&t

Fogyasztd

Generator

A 4

dx X

7.2. abra.Tavvezeték altalanos elrendezése
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A Kkeresztmetszetben kialakul6 tér megfelel a datatielektromos, illetve staciondrius
magneses térnek, ig)fE | du és gﬁH d =i minden keresztmetszetben egyérigdm

definialhato. Igy Iétjogosultsaga van a kapacitiéetye az induktivitas bevezetésének. Ennek
hosszegységre jutd érték€-vel és L-lel jeldlve rovid szakaszunk induktivitashadx,
kapacitas&dx.

Ezzel a d hosszUsagu szakasz koncentralt élbaplyettesii képe megalkothato (7.3. abra).

Ldx

a0 00 0
u(x,t) l

O O

; 0i
i=(x,t)+=-dx
i ox

= lCdx

= ou
u=(x,t)+ S dx

7.3. abra.Tavvezeték dx hosszusagu szakaszanak helyétkegie

=) ——> —— i=(x, t)+-%dx

5 .
u=(x,t)l‘?A ':fv u=(x, t)+-g—)%dx
C Di
0 S —
X dx x+dx

7.4. abra.Az indukciotorvény felirasahoz

Az el egyenlet az indukciotorvengb kaphatd. A 7.4. abran lathaté hurokra felirva a
torvényt

__0
i;Eds— atJ;BdA. (7.1)

A fesziltség az AB pontok kozat(x,t), de a d szakaszon megvaltozik. Axadzel aranyos
valtozast figyelembe véve a BC pontok kozoétt a desgg u+%dx. A térebsség
X

vonalintegralja
§Eds:u(x,t)+@dx—u(x,t), (7.2)
< ox

mert az AB és CD szakaszokon idedlis vézet tangencialis térésség zérus.
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(7.2)-t (7.1)-gyel Osszevetve

u+%dx u—————Ld Ba—+ (7.3)
oX ot

ahol az elhagyott tagok legfeljebbédnagysagrenitek. (A dx?azért jelenik meg, mert az
aram is valtozik axiszakaszon.)
Rendezve kapjuk, hogy

_0u _ a|

7.4
ax at (7.4)

Az egyenlet allithsa: a vezeték mentén a fesziksdpzasat az oninduktivitason feltep
induktiv feszlltség okozza.

Az aramebsseg a vezeték mentén valtozik, mert a két velazehger kozotti kapacitason
toltés halmozdédik fel. Ez a toltés a skakasXdx kapacitasan

g=Cdx[u+..., (7.5)

ahol az elhagyott tagokxttel aranyosak. Felirva a folytonossagi egyenletet hosszisagu
szakaszon a felsvezebt korilves zart fellletre

i(x,t)+ﬂdx—i(x,t)=—%=—CdeaLu+...,
0 ot ot

X
ahonnan a
0x ot

egyenletre jutunk. Az egyenlet fizikai tartalmalaginvalo.

(7.4) és (7.6) azdealis tavvezeték egyenletdiz egyenletek a 7.3. abran lathaté hélozatra
felirhatd hurok- és csomoponti egyenletnek feleyme

(7.4) mindkét oldalat az helykoordinata szerint derivalva

2 -
su_ o 0
ox? ot 0x

és idea%)< értéket (7.4)-bl behelyettesitve a

0%u d%u
—=LC— 7.7
ox? ot? (7.7)

egyenlethez jutunk, és hasonlé médon az aramra
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O _ ot (7.8)

ugyanazt az egyenletet kapjuk.
Az egyenlet az (egydimenzioshullamegyenlet amely a fizika szamos terlletén
megjelenik. Kénng belatni, hogy megoldasa tetszés szerinti fuggvihet, amelynek

valtozoja (ti—j alaku, a fuggvény argumentumataes x fuggetlen valtozok lineéris
v
kombinacioja.
X
A bizonyitashoz csak a kézvetett derivalas szab&lthismerni.@ =t F — jeldléssel
\
of _df da o 1
ox da ox da\ v

of _df 9a_d

ot da ot da

Ebh3l
o 1.4
1) v Ot

of
és ezt aa— derivalt fiiggvényre alkalmazva
X

0°f 1 9°f

ENY T

Ezt a (7.8)-cal 6sszevetve belattuk, hogy a huliérsgleges alaku, a pozitiv vagy negativ
tengely iranyaba& sebességgel halado alakzat. Esetiinkben

S (7.9)

JLC

Bizonyithat6, hogy idedlis vezeték esetdd = i, azaz\/:]/1/£/,1. Ez a tavvezetéket kit6ltkozegben
halado elektromagneses hullam (fény) sebessége.

Az idealis tavvezetéken tehat hullamok terjedekpozitiv vagy negativ iranyba) halado
hullamok tetszés szerinti alakGak lehetnek.

Figyelem! El kell oszlatnunk azt a tévhitet, haghullam szinuszos alakzat tovaterjedése.
Ez onnan ered, hogy a gerjesztés gyakran szinud&tiggveny, ekkor szinusz alaku halado
hullam alakul ki. De ezzel ellentétben elektromosll&mokndal is ismert példaul az
impulzushullam, 16késhullam, stb.

(7.4) és (7.6), valamint a derivalasi szabalydkdsznalasaval kapjuk, hogy

ﬂ:ivca_u:i\/gﬁl
ot ot L ot
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ahol a sebesség (7.9) formuldjat is alkalmaztulndWét oldalt integralva, az éden allando
tagtol eltekintve (ennek a hullamjelenségek letvasénincs szerepe)

u \/T
_—:i — .
I C

Késsbb latni fogjuk, hogy a pozitiv irdnyba haladé ara@w fesziltséghullam aranyosak
egymassal és az aranyossagi tefiyez

u L
—=% |—=%7 . 7.10
i W/c 0 (7.10)

Zy a hullamimpedancias a fel§ elsjel a pozitiv, az als6 a negativ irAnyba haladdanuia
ervényes. ldealis vezetékep-tzhullamellenallasnak nevezzik, mert ellenallaseathzioju.

Eddig idedlis tAvvezetékeket vizsgaltunk, nemikefigyelembe a veszteségeket. A vesz-
teségek egyrészt a vedletvéges vezéképességét szarmaznak. Ha az ellenallas ltbsszon
Rdx, a rajta atfolyo aranRdx fesziltségcsdkkenést hoz létre.

A veszteség masik okozéja a vezetékek kozotteliskum véges vezéképessége (nem
tokéletes szigetélvolta) lehet. & hosszlsagon a két vezeték koLadk vezetést feltételezve
a feszultség hatasan&dx aram folyik at a két vezeték kozott (7.5. abrag.Rsoros fajlagos
ellenallas é$G parhuzamos fajlagos vezetést xaszakaszra felirt Kirchhoff-egyenletekben
figyelembe véve, azok alakja

_U sl 9 (7.11)
1) ot
0 _gurcM (7.12)
ox ot
i
2 dx gdx
O 000 o
Gdx —  Cdx
O 000 o
& R
2dx 2dx

7.5. abra.A dx hosszUsagu veszteséges vezetékelem hely@tapitsolasa

Ezek a ,taviregyenletek! Hasonléan az idedlis tavvezetékhez, felirhatjuk eay-egy
mennyiség tér-id fliggésére érvényes veszteséges hullamegyenletekapjuk, hogy
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2 2
U 1 c9Y 4 (Re+Le) M +Rau, (7.13)
ox ot ot

és a teljesen hasonlé egyenlétet

9% 2% oi .
—— =LC— +(RC+LG)— +RGi. 7.14
ox? ot? ( )at ( )

Az egyenletek veszteségmentes esetBen @, G = 0) atmennek a (7.7) — (7.8) egyenletekbe.
Fenti teljes formajukban az idealis egyenletekhagohld altalanos megoldast nem lehet
felirni.

Egyetlen kitlntetett esetet ismeriink, ha

R_G (7.15)
L C
Az ilyen vezetéknek tébb kulonb&zlnevezése van: egyenletes vesztiggtgzitasmentes/
Thomson-kabel
A vezeték pozitiv iranyba halado feszultséghullama

u*(x,t)zuoe"”f(t —éj (7.16)

alaku, a negativ iranyba haladé

u‘(x,t):UOe"’xf(t+§j, (7.17)

aholv:]/\/LC ,a =vJRG.

Lathatd, hogy az intenzitds (amplitidd) exponersaal csokken a haladas irdnyaban, de
barmely pontban a jel &beli lefutdsa azonos fliggveny szerint térténikzadlaatd az is, hogy
ilyen vezetéken is

:ZO'

u” u
[

aholZy a (7.10) altal definialt hullamellenallas.
A terjedési sebesség és a hullamimpedancia tetgegyezik az idedlis vezetékével.

A taviréegyenletek megoldésa szinuszos gerjeszt&eeen

Miutan a tavirdegyenletek dtartomanyban &ltaldban nem oldhatok meg, az atialan
megoldas helyett a szinuszos gerjesztés esetéaklidl megoldast keressik, éspedig
komplex szamitasi modszerrel. Ennek indoklasa acéwtnalt paramétér haldzatok
vizsgalatabol ismert:
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1. A szinuszos gerjesztés komplex szamitdsmodjal@eli derivalas rveletét egyszér
algebrai niiveletbe (szorzas) transzformalja. Igy koncentréiiramétel esetben a
megoldandd egyenletek a komplex amplitidéra vormitkdgebrai egyenletek lesznek.
Esetliinkben két fuggetlen valtozdgsarcialis differencialegyenlet.De az id5 szerinti
derivaltat szorzas helyettesiti. A valtozd szerint derivalvékozonségedifferencial-
egyenleteket elégit ki a komplex amplitadd. A megslebben a kdrnyezetben eléshet

2. A gerjeszijeleknek (aramok, fesziltségek) igen altalanogtelek mellett 1étezikourier-

transzformaltja Ennek altalanos feltétele a jel véges energadtag, annak minden valodi
jel eleget kell tegyen. A komplex szamitastechrékdkapott megoldas lehiaté teszi a
gerjesztésre adott valasz Fourier-transzformalkjanaghatarozasat és — ha szukséges —
inverz Fourier-transzformacioval a valés éfidlggvények meghatarozasat. Ennek
jelentbsége a gyors Fourier-transzformacios algoritmusekles koi elterjedésével
hatalmasra étt.
Ha a periodikus gerjesztéseket Fourier-sorral ilfykvzalamennyi harmonikus viselkedése
a tavvezetékeken kulon-kilén vizsgalhatd. Miutahaamonikusok frekvenciaja adott, a
vezeték barmely pontjan ugyanolyan periodusidegjrmonikus valasz alakul ki, és annak
Fourier-sora a szinuszos gerjesztésre adott vidasretében szamithatd.

3. A komplex szamitasmod lebleé teszi a tavvezetéken kivil mas, adott esetben
bonyolultabb struktlraju elosztott paramétdralézatok leirasat és szamitasat. Ezek a
hal6zatok olykor 6sszetett elektromagneses jelakségyszdisitett modelljei.

A megoldésokat mindig

u(x,t)=U(x)e'“, (7.18)
i(x,t)=1(x)e' (7.19)

alakban keressuk. A valds téwifliggvények a komplex fliggvények valds részeil(tt) és
I(X) a hely6l fuggé komplex amplitidok A kdvetkedkben nem jeloljuk kilon a komplex
mennyiségekets ezt mau(x,t), i(x,t) esetében is igy tettik.

Jegyezzik meg: hullamjelenségek komplex leirasamétdig komplex amplitidéval
szamolunk!

Az elmondottak alapjan a (7.11) és (7.12) egyehl#l a komplex amplitidokra az alabbi
egyenleteket kapjuk

—d—L)J(=(R+ja)L)I=ZS(ja)I, (7.20)
-2 =(6+jac)U=Y,(j0) U, (7.21)

aholZ(jw) ésYy(jw) a hosszegységredesoros impedanciat, illetve parhuzamos admittanciat
jelenti.
Egyszeti szamitas utan kapjuk (7.13) és (7.14) megjilel

d*u
5 VY (7.22)
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(7.23)

Miutan a két egyenlet formailag azonos, a tovétliaa részletesen csak Bzra vonat-
kozo egyenlettel foglalkozunk)(2)-t hatarozzuk meg. Ezutanutatis mutandiga valtozta-
tandokat megvaltoztatva) irjuk fel a aramra vonatkmegoldast.

A (7.22) a legegyszébb masodrend linearis homogén differencialegyenlet. Altalanos
megoldasat az ugynevezett Euler-mddszerrel, expidlenprobafliggvénnyel keressik.

U (x)=e (7.24)
Behelyettesitve kideril, hogy ez a figgvény akkegoidas, ha
A=zy, (7.25)

azaz két linearisan fiiggetlen megoldas létezikdglez mésodreridk6zonséges egyenletnél
illik), y elnevezésderjedési egyutthatd7.22) teljes megoldasa tehat

U(x)=Uje™ +Uje™. (7.26)
Az aramra hasonléan
1(x)=1e™ +1,e™. (7.27)

Az amplituddk kapcsolatat (7.20) segitségével Kapju

(x)=-2 ) ¥ yaer - Lysen (7.28)
Z, dx  Z Z,
ahonnan
U, U,
I =0 oKX _Z0 q7K 7.2
()=Zrem-e™, (7.29)

Z,= |==. (7.30)

Ertelmezzilk a megoldast. Ehhez definialjukalés, illetve képzetes részét

y=a+ijB. (7.31)
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Ezzel (7.26) elstagjanak tér-if figgése
ut =y el @i oy re gl (7.32)

illetve bevezetve a

5:% (7.33)
jelolést
i 1%
u+=ugemé4 J. (7.34)

A legegyszeibb esetben tételezziik fel, hogy 0. Ekkor megoldésunkEat —fj fuggvénye,
v

amirsl mar belattuk, hogy a pozitix tengely iranyaba sebességgel terj@dullamot ir le.
Esetlnkbert és igyv is a frekvencia fuggvénye, de egy adott frekveméidando.
Kovetkeztetés: a szinuszos gerjesztés esetén minde frekvencigju szinuszos
gerjesztéshez egy alland6 sebességgel tesipduszos hullam tartozik.
A v(w) mennyiség azt mutatja meg, hogy a szinuszosrmuirmely tetszés szerinti fazisa
(példaul nullatmenete vagy maximuma) milyen selmgsiéerjed. Ezért nevidzissebesség

Ha meg akarjuk kiilonboztetni, jelolése: B(w) = % afazistényez
v(w

Most méra jelentése is értelmezltetA terjedés iranyaban az amplitddd exponencidlisan
csillapodik. Ennek a mértékét adja meg @zcsillapitasi tényez A fesziltség ennek
megfeleben a hely, illetve id fliggvényében a 7.6. és 7.7. abrakon lathatd. Bomrtwvalos
idéfuggvény a komplex figgvény valos része.

Ll x)
j.

+d: dx=vdr=%dt‘

‘“\ R
x \) TR

.-""--
_2m\ _2::
‘5'“_.-_ =B

7.6. abra.A feszlltség valtozasa a vezeték mentén két egyordsizel e§ pontban
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uftx)

Xo

X-.I'I'df j
di= -’{",T-:fx

W\l .

A&
Y

T=2nfw

7.7. abra.A feszlltség valtozasa a vezeték két egymashoa k&zéelyén

Jegyezzik meg: az egy frekvenciaju (monokromaljktiszta szinuszos hullam terjedése torzitAsmentes
csupéan az amplitidéja mas és mas a vezeték kildrisbygein.

y masik ebjelének értelmezése

_ jof t+2
u” =U;e el :Uo‘e“’xew[ Vj : (7.35)

A tér-id6 fuggvény negativ iranyba haladé éhaadas irAnyabarcsokkerd amplitadéju
szinuszos hullamot ir le, akkor is, ha pozitiv Ejet az exponencialis fliggveény kit&eben!
Szinuszos hulldmoknal fel lehet tenni a kérdéstkkora utat tesz meg a hulldm barmelyik
fazisa egy periodusidalatt. Ez a tavolsag a hullamhossz,igsel jeloljik. (A g index a
~.guided wave” = vezetett hulldm kifejezésre utal.)
Meghatarozasa az

X+A

jo—2 jo+2m
e vV =eV (7.36)
egyenbségldl adodik
2V
J= e (7.37)
w B
A (index nélkdl) a szabadtéri hullamhossz
A :%, (7.38)

ahol ¢ a szabadtéri fénysebesség.s2abadtéri hullamhossa frekvenciaval azonos érték
jellemzje a jelenségnek.
A fesziltség altalanos kifejezése

u(x,t)=u" +u” =U e +U e 7.39
0 0
(7.29) felhasznéldsaval az aram
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i(X,t) =it +i :U_Oeial—yx _U_o
Z, Z,

el (7.40)
Ismételjik: a valos tér-id fuggvényeket a fenti komplex fliggvények valés eé&gnt
értelmezzik.

Az eddigiek teljes altalanossagban érvenyedglw) €s Yp(jw) elvben tetszés szerinti
immittanciafiggvények lehetnek. A gyakorlatbanldhan koncentralt paramétiehal6zatok
jellemzi, igy jw racionalis fuggveényei.

Ez a helyzet az altalunk vizsgélt R-L-G-C tavvékek esetén is. Részletesebben a
vezetékek tulajdonsagai a kovetkkz

Esetliinkben

Z(jw)=R+jwlL, (7.41a)

Y, (jw) = G+jwC, (7.41b)
és ezeért

y=a+jB=JR+jal)G+jaC). (7.42)

o €sf meghatarozasahozosk6r emeljik négyzetre mindkét oldalt

a’- B +2jaf =(R+jal)G+jaC), (7.43)
ahonnan

a’-pB°=RG-u’LC, (7.44)

20 = o{RC+LG). (7.45)

Ezutan hatadrozzuk meg (7.42) mindkét oldalanak@dbszrtekét

a? + B% = J(R? + ?L2)G? + &C?), (7.46)

(7.46) és (7.44) kulonbség@bmajd 6sszegéth

=i%\/(a)2LC—RG)+\/(R2+a)2L2)(G2+a)ZCZ), (7.47)
a:i% (RG-a?LC)+[[R? + w?L2)G? + w?C?). (7.48)

Az eléjelek pérositasdban a (7.45) egyenlet segit. Ihtsnik, hogyo ésp azonos éljeltiek
(vagy o = 0), tehat a terjedés iranydban csokkeamplitidoja hullamokat kapunk
megoldasként.

Belathatd, hogw — « esetérf - wVLC , miga - 0. A csillapitasnak a paraméterékt
fuggoen veges frekvenciaértéknél maximuma van (7.8)abra
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JRG

7.8. abra.A csillapitas- és fazistényéa frekvencia fliggvényében

A hullamimpedancia

R+ jal
Zy= | ———=,
G+jaC

(7.49)

ahonnan latszik, hogy a koncentralt parantét@pedanciakkal ellentétbedy nem racionalis

flggvénye @p-nak. Ezt az is mutatja, hogy fazisa/4 és #/4 kHzott valtozhat, ellentétben a

racionalis fuggvények [#/2 ; +n/2] intervallumaval (7.9. abra)

e

ImZo /
/
45°
45° ReZo
\\
N

AN

7.9. abra.Zy a komplex szamsikon
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A Zs és Y, a tavvezetékprimér parameterei y és Z, szekunder paraméterek
Megallapithato, hogy racionalis primér paramétersktén sem kapunk raciondalis szekunder
paramétereket.

Specialis tavvezetékek

Idealis vezeték

R = 0, G = 0 esetén a vezeték veszteségmentes. Tulajdonsdigéanosan is vizsgaltuk.
Szinuszos gerjesztésnél

a=0, (7.50)
y=iB=jwLC, (7.51)
ahonnan
v =2 (7.52)
JLC

Valamennyi frekvencian azonos fazissebességet aklar kapunk, hg aranyosw-val.
A terjedés nevediszperzidmentesA diszperziohullamterjedés esetén a frekvenciafiigg
fazissebességet jelenti. Ekkor a jel kulornborekvencidju komponensei kulonhibz
fazissebességgel terjednek, ezért a jel a termiés torzul.

Az idedlis vezetéken szinuszos gerjesztés ese@nismert

Z,=1c (7.53)

eredmeényt kapjuk a hullamimpedanciara: frekvengagéilen és valés mennyiség.
Kis csillapitasu vezeték

Ha a vezeték veszteségei kicsik, az idealis vezet@rusrenilkozelités. A most kdvetkék
kis veszteseg alsendi kozelitései.

Legyen

ol >>RéswC >>G, azaz

a>>ma>{5,9j. (7.54)
L C

Novekw frekvenciaval a csillapitas egyre jobban elhanifzgo. Elegenden nagy
frekvencian valamennyi tavvezeték kis csillapitasu.
A terjedési egyutthatd

y=ja)\/LC\/1—j£\/ G (7.55)

1-j—,
aC
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ahol a jobb oldal két utolsé tényget sorba fejtjik a
1 1.,
Jl-a Dl—Ea—ga (7.56)

binomalis sor harmadik tagjaig. Ezzel

Cl1-J[R, G, L (R GY
y j LC|:1 w[2L+ZCj+8(u2(L Cj:l (7.57)

Ebbdl a fazistényed

1 (R GY
,BDa)\/LC{1+Q(I—Ej } (7.58)

mig

aDB\/§+EJE. (7.59)
2L 2\c

Lathatd, hogy el&rendi kodzelitésben is a fazistényeaz idealis tAvvezeték fazistenygel
kozelitheé, mig ugyanebben a kozelitésben a csillapitase@nyekvenciafliggetlen.
A hullamimpedancia

z, D\/E{l—ji(g—gﬂ. (7.60)
cl 2wl C

Torzitdsmentes vezeték

A vezetéktipusrol az A&ltalanos6fddlggés sordn mar volt sz4. Tulajdonségai szinuszos
gerjesztés esetén is azonosak az altalanos tus#jdokkal, azaz

B=w/LC, (7.61)

a =+RG, (7.62)
- |L

Zo =g (7.63)

Fazis- és csoportsebesseg

Az elsz6ekben monokromatikus (egy frekvenciaval jelleme&hetzinuszos gerjesztést
vizsgaltunk. Az altalanos jelek tébb frekvenciattabmaznak, ezért terjedési sebességeik
diszperzi6 esetén nem irhatdk le egyetlen fazisséiggel.
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Vizsgaljunk egy olyan esetet, amikor a gerj@ggttkét elté6 frekvenciat {1 és wy)
tartalmaz. Ekkor a két fazistényeg, ésp,. A csillapitas hatasat nem vizsgaljuk.
A vezeték mentén mérléetalos fesziltség

u(t,x)=U, [codamt - Bx) +codw,t - B,X)], (7.64)

ami ismert trigonometriai azonossagok felhasznakisa

u(t,x):2Umcos{wl;w2t—’[))l;ﬁ2 xjco{a)l;wzt—ﬁ1+’82 xj (7.65)

2

+ u—
alakba irhat6. Ez a jel {:1&)12—&)2 frekvenciaju vivhullam, amelyet aa% frekvenciaju

burkol6 modulal (7.10. 4bra).

41
/31‘ 2

A\ 4

AT\

Vg
L5 L

7.10. abra.A fazis- és csoportsebesség magyarazatahoz

A vivéhullam terjedési sebességét a

V; = M (766)
B+ b,

fazissebesség adja meg. A burkol6 haladasanakssajeestil eltér

Voo = % (7.67)

A burkolé vcs haladasi sebességatoportsebességnelevezzik. Miutan az informéciét a
burkolé szdllitfa, az informéacidatvitel sebességem a fazissebesség, hanem a
csoportsebesség.

A csoportsebességet keskeny savszéléssggdulacio (és elhanyagolhatd veszteség)
esetén lehet értelmezni. Ekkor — w; hataresetben a fazissebesség
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== 7.68
Vi = (7.68)

€s a csoportsebesség

v, =99 (%j_l. (7.69)
dg \dw

Mindkeét kifejezést a viéfrekvencian kell értékelni.

Diszperziv esetbews # vi. A csoportsebességet gyakran a jelben térgatergia terjedési
sebességével azonositjak. Ez veszteségmentes kbeaggaz, ekkor értéke nem mulhatja
felil a fénysebességet. A fazissebesség ugynevgdedmatikai’ jellemz, erre nincsen
hasonlé megkotésunk.

Belathatjuk, hogy a csoportsebesség a terjedém d@mvesseé torzuld jelalak esetén a jel
~Sulypontjanak” (idbeli kzéppontjanak) terjedési sebessége. Defsieiben

[tf ()t
ty, == _ (7.70)
[ f(t)ot
A Fourier-transzformacié szabalyai koézil ismerigyo
ff (t)t = F(0), (7.71)
th (t)dt = jm | w0 (7.72)
g dw =0
ahol
dF(jo) _ A r ()@= [_dF (@), ;40 F(a))}ej"’(“’) , (7.73)
dw dw dw dw

aholF(w) paros voltat felhasznalva(tv)/dwl, - o = 0 és (7.70)-be helyettesitve

__d¢
t,, = dw‘w:o' (7.74)

A pozitiv irdanyba haladé hullam gerjesztése a¢aetek bemenetén
u*(t,0) = (1) (7.75)
és Fourier-transzformaltja
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U (w0)=5f(t)=F(jw). (7.76)
Ekkor a terjed jel Fourier-traszformaltja
U*(wx) = F(jw)e™ = F(w)e ™el?@ra, (7.77)

Hanyagoljuk el a csillapitasta(C )0 Ekkor a jel sulypontja a vezeték koordinataju
pontjaban

=~ 9 [4(w)- -9 9B
0= [ole)- 5., aw‘a;a i (7.78)

ahonnan
t,,(x) =t,,(0) +—, (7.79)

aholv, = (%j_ :

ow

w=0

Haf(t) szinuszos jel burkoloja, akkor
u*(t,0)= f(t)e'™,
ahonnan
U* (w,0)=F[j(w-2)]. (7.80)

Ha a modulald(t) jel eléggé keskeny, akkor spektruma széles édeniitt lassan valtozik.
Ekkor tovabbra is igen j6 kozelitéssel a burkoléypontjanak terjedési sebességére (7.79)
ervéenyes, denost

v, = (%j (7.81)

aw w=Q.

Nem alkalmazhaté a csoportsebesség ilyen értelmehésa tavvezeték Gen veszteséges.
Ekkor kozelitleg sem igaz, hogy(t) alakja kevéssé valtozik, és igy a megfontolasok
érvényuket vesztik.

Lezart tavvezeték

Eddig a képzeletben végtelen hosszu tavvezetékepedde hullamokat vizsgaltuk.
Megallapitottuk, hogy két egymastdl fliggetlen, eggsal szembe haladé csillapitott hullam
alakulhat ki a vezetéken. Nem foglalkoztunk a végesszisagu tavvezetékkel, a tavvezeték
végének lezarasaval és az igy kialakulo jelensédekk
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A véges hosszusagu tavvezetdje az a lezaras, ahol a gerjédatras van, és &ége
passziv kétpolussal van lezarva. (Ha valaki mindké&gén gerjeszteni kivanja a veéges
hosszusagu tavvezetéket, eredményeinket felhaszegyezdr szuperpozicioval vizsgalhatja azt.)

A vizsgalt tavvezeték hosszaal jel6ljuk. A tbbbi jeldlés a 7.11. abra szerint

ZbL _"I(X) — I

)

h

Uol() Tw ux) U= Y2

0 x h
! [ \ =X
7 h 0
7.11. &bra.Lezart tavvezeték
A vezeték mentén mérltietesziiltség és aram
U(x)=U;e™ +U e, (7.82)
I(x):ie‘yX “Y o, (7.83)

Z, Z,

A lezart vezeték barmely pontjaban egykapu (kéigolamelynek aramat és feszlltségét a
fenti 6sszefliggések adjak meg. Ezek a mennyiségeketéken a hel§t fliggé impedanciat
is definialjak.

+ K - AKX
2(9= 00 =7, 0ie” Uz

L~ L (7.84)
(x) U/e”-Ue™
A vezeték végén mert értékek
U,=U(h)=U/e" +U e =U] +U;, (7.85)
,=1(n)=en -Zrem =Yz Uz (7.86)
ZO ZO ZO ZO
es
+ + -
Z(h):ZOM: Z,. (7.87)
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A tavvezetékeken a helyet szivesebben mérik Vislsza lezarastél. Ennek oka, hogy a
tavvezetéken lejatszodo jelenségek alajmreta lezaras jelleg#t figgnek. Az abran
feltlntettik a lezarastél mé = h — x koordinatakat is. Ezzel (7.85)-(7.86) jelbléseit
hasznalva

U(z)=Uje™ +Ue™”, (7.88)
u; U,

I - 2 AtV o 2 _J’Z. 789

(f)=7rem ="t (7.89)

Figyeljik meg: a helykoordinatak formalisarbjelet valtanak a képletekben. A pozitiv irany
megéallapodas kérdése.

A pozitiv koordinata iranyat mi jel6ljik ki, azan pozitiv irAnyanak kijelolésével. A va-
lasztott fesziltség- és &ramiranyok mindenutt & joldali impedanciahoz tartoznak, ez
kulondsen jol latszik a lezarason.

Az impedancia helyfiiggése

_U(z) _ Uje™+U e

Z(z)= = i (7.90)
1(2) U72e+yz _Uize—yz
ZO ZO
ami kis atalakitassal
1+ UZ; e
2()=z,—22 =7, '(2) (7.91)
1_ 2 e+}l 1_ I’(Z)
2
ahol bevezettiik ahelyen fellég r reflexids tényeit.
_U; L, U (2
=—= = : 7.92

ami nyilvanvaléan a negativ és a pozitiv iranybdad@ feszultséghullam komplex
amplitadéjanak hanyadosa.

A reflexidtényed szerepe a tavvezetékerbt(@ltalaban a hullamterjedésnél) alagyet
taldn az impedancianal is fontosabb. Szerencsérémaedancia és a reflexiétényez
kblcsondsen meghatarozzak egymast. A vezeték bapoatjan

1+r
=7 —, 7.93
Zol_ - (7.93)
-7
r= 9. (7.94)
Z+7Z,
A lezarason
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r, = 7.95

) (7.95)
Ezzel a vezetéken kialakul6 fesziltség és aram

U(z)=U; (e +r,e7”), (7.96)

1(2) = Y, [ —re™). (7.97)

A vezeték mentén kialakuldé feszlltség és aramadéaimak masik kedvelt forméja
hiperbolikus fliggvényeket tartalmaz.
Itt felhasznaljuk az

e =chyz+shyz, e = chyz-shyz 6sszefiiggéseket.

Ezzel

U(2)=U;[@@+r,)chyz+(1-r, )shyz] (7.98)
és

I(2)= lf =1, )ehyz +(L+1, )shye]. (7.99)

0

Ha a lezarés teljes feszlltségével akarjuk inkabdjezni az amplitidét, mintsem a pozitiv
irAnyba halad6 hulldm amplituddjaval a lezarasaszhéljuk a (7.96)-bol kovetké&z

U,=U;{+r,) (7.100)

0sszefuggést. Ezzel

1-r
Ul(z)=U,| chyz+ 2 shyz |, 7.101
(2) 2( e sz (7.101)
mig
U,(1-r.
| (z) ==2| —2chyz+shyz|. 7.102
@ zo(lu y ryj (7.102)

Figyelembe véve, hogy (7.93) alapjan

L % (7.103)
1+, Z,

és a lezarasoi@, =U, /I, , azt kapjuk, hogy a vezeték mentén a fesziltségata értéke
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U(z) =U,chyz+Z,l shyz, (7.104)

1(2) = Izch;z+%shyz. (7.105)

0

A h hosszuségu vezeték alkotta kétkapu lanckaraktiéagz z = h, U(h) = Uy, I(h) = |1
helyettesitésekkel

chyh  Z,shyh
{H: SR oty ﬁz}:’*ﬁz} (7.106)
1 ZO 2 2

Ebdl a h hosszusagu tavvezetékszakasz, mint kétkapu vataméétkapuparamétere
eléallithatd. A kétkapu

A=Ay, (7.107)

alapjanszimmetrikusés

AA=ALA, - AA, =1 (7.108)
alapjanreciprok

(7.106) alapjan ABemeneti impedanciatavvezetéken

Zb :U—:

1
e
I 1

U,chh+1,Z shph (7.109)
ishyh +1,chyh
Z,

ahonnan némi rendezéssel£s=U,/l, behelyettesitésével

__ Z,chh+Z shyh
e 70 Z,chyh+Z,shh’
A tavvezetékszakasz tehat impedanciatranszformaégsz.
A bemeneti generatorZ. = Z; impedanciat ,latja”. Ezért

(7.110)

y4
|1_z +7 ’Ul:z +1z
1 b 1 b

U,. (7.111)—(7.112)
Kulénleges lezarasok

Hullamimpedancia

=12
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Ezt koncentralt paramétetezaréimpedanciaval csak egy frekvencian tudjulgyvasitani.
llyen esetben

Z,.=Z, (7.113)
A hullamimpedanciaval lezart tavvezeték bemenetpadancidja is a hullamimpedancia.
llyenkor a vezetéken nincs reflexio, csak pozitanyba haladd hullamunk van. A jelenség a
lezérds a vezetékheilesztett Néha hullamilleszté8l vagy reflexiomentes illesztésr
beszélunk, megkulonboztetésul az an. teljesitmiasyilésil.

Megjegyzések:

1. A jelenség fizikai magyarazata nyilvanval6. A&tk szamara a hullamimpedanciaval té@rtéezaras és egy
végtelen hosszl azonos vezetékkel td@rtlzaras kdzott nincsen kilonbség. A tesjddillam szamara a
feltételek mindkét esetben azonosak. Ezért nerfelégflexio.

2. A tavvezeték analogidjara valamennyi szimmesikétkapundl definidlhatjuk a hullamimpedanciat, sha
bemeneti impedancia megegyezik a lezar6impedariceéwa hullamimpedancia.

Rovidzar

Z,=0, Z,..= Z,thyh. (7.114)
Szakadas

Z, » o, Z,..,= Zgthyh. (7.115)

A két specidlis lezaras lelistget ad a vezeték szekunder paramétereinek megtédara

Z,=Z,.Z (7.116)

ber —besz?’

yh=arth /i : (7.117)
Zbesz

Idealis vezetékszakasz

Idedlis vezetéken a jelenségek sokkal attekifbietk. Miutan a = Q y:jﬂ:j%, a
¢}
haladéhullamok csillapitasmentesek.
A legfontosabb, mifségileg Uj jelenség, hogy a reflexios téryamplitiddja a vezeték
mentén allandg, lasd a (7.92) egyenletet!

r(z)=re”. (7.118)
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Ez a vektor az 6ramutato jarasanak megiatényba forog (valtozatlan abszolut értékkel),

ha a vezetéken a lezaras iranyabdl a gerjesztégaiva haladunk. A forgo vekto;:zzg
tavolsag megtételekor, azaz félhullam hosszusagilsigonként ugyanazt az értéket veszi
fel. A vezetéken kialakulé aram, illetve fesziltség

U(2) =U; (e +r,e), (7.119)

1(2) = L;_z(eﬂ'ﬂz —rei®) (7.120)

0

hullamhossznyi periodicitasu a vezeték mentén.
A normalizalt feszlltség komplex vektora

U@ _

U= 1+1,e?7” =1+T(2), (7.121)

illetve az aram normalizalt alakja

- 1(2) -j2
i=— "2 =1-re?”=1-T(2). 7.122
Ule#7, ) (2) ( )

A szakasz tovabbi részében a reflexios tééydzval jel6ljik, megkiulonboztetewd a
normalizalt ellenallastol.

A normalizalt fesziltség- és aramértékek a 7.1Paralbathatok, ahol a vezetéken félhullam
hosszusagu tavolsagot megtéve a reflexio komplktoxe egy teljes fordulatot tesz meg.

7.12. abra.Normal fesziltség és aram

Az impedancia a vezeték mentén (7.110)-nek megftel
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2(2)= Z,cosf3z+ |4, sinB z_ z Z+ | 4tQ5 : (7.123)
Z,cosfz+ jZ,sinB z Z+ j4tgB 7 '

nyilvanvaléan szintémg/z szerint periodikus. A normalizalt impedanch: Z/Z, és a
reflexids tényeé kapcsolata végig a vezeték mentén (7.121) ésZy-lk:

z=U-Ypt 1+l (7.124)
Pz, 1-T
ahonnan
r=2-1 (7.125)
Z+1

Ezek az osszefiiggések aésT" komplex szamsikokat kdlcséndsen leképezik egymadiadkét leképezés
kortartd: kort (beleértve az egyenest is, mint elggt sugard kort) kérbe képez le a masik sikra.eknn
megfeleben az sik konstans valos és képzetes egyeneseinek k&lglkek meg aZ” sikon (7.13. 4bra). Ezt a
kordiagramot Smith-diagramoknevezik. (7.118) értelmében a sikon egy tavvezdééfkullam hosszisagu
szakaszan minden impedancidja egy konsfBhsugart koron fekszik. Ez az igy kapott diagramgyseefi
grafikus niiveletekkel lehéivé teszi az impedanciatranszformaciok nyomon k&étté

)

7.13. abra.Bemerbimpedancia meghatarozasa Smith-diagram segitségével

A (7.123) érdekes kovetkezménye a negyedhulldamziisagu vezetékszakasz lezarasanak és
A
bemeneti impedanciajanak kapcsolhtajg, azazpl =7—27 esetén
2

zlz%: 2,72,=2¢, (7.126)

2
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azaz a lezar6- és a bemeneti impedancia mértamipkda hullamellenallas. Valds lezaras
esetén valos impedanciat kapunk negyedhullam heégrdl Ezt az impedanciatransz-
forméciot a késbbiekben felhasznaljuk.

Osszetett vezetékhaldzatok

Tavvezetékektl kétkapukként Osszetett halézatok épitkefel. A hél6zatok csak kapuk
0sszekotesével létesithiket

Amennyiben a halézatban nincsenek tavvezetékddblakitott hurkok (7.14. abra), akkor
a vezetékek lezar6impedanciajabdl a bezardéimpeg@laszéamitva soros €s paralel kapcsolas
szamitasaval jutunk a bemenetig, a generator kgpdjbb generator esetén az eljaras egy-egy
generatort a halézatba helyezve szuperpozicidss§al vegezhétel.

7.14. dbra.Tavvezeték-halozat

Ha a halozat tavvezetéekdkhladott esetben akar egy tavvezetikis (7.15. abra) allo
hurkot tartalmaz, a kapukon a csoméponti egyendtték a hurokegyenleteket fel kell irni, és
ezekhez hozza kell venni a tavvezeték halozatinpérereit, példaul a lancmatrixot. Az igy
kapott egyenletrendszétebizonyithatd, hogy konzisztens, mindig van niégsa.

7.15. 4bra.Hurkot tartalmazé tavvezeték-halozat

Idedlis vezeték specialis lezarassal

Hullamimpedancia
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z,=2,,1,=0,2Z=2, (7.127)

Rovidzar

Z,=0,r,=-1, 2, = Z,., = | 2498 . (7.12%)
Szakadas

Z, >0, r,-+1,2=2__=-jZgtgBh. (7.128)

A (7.127) és (7.128) ismét leldet teszi a szekunder paraméterek meghatarozasat

Zy =\ ZpeLesy 19BN = ,/—% : (7.129), (7.130)
besz

A (7.12&, b)esetben kilon is érdemes foglalkozni a vezetékadakuld hullammal.
Rovidzarral torté6 lezaras esetén =-1. A (7.119) és (7.120)-bdl

U(z)=U; (€77~ &) = 2U; sirBtz, (7.131)
1(z)= lZ (e*“/”Z + e‘j/”z) = 2% cogz. (7.132)

A fenti kifejezések abszolut értékei az amplitudiiselasat mutatjak. A valdsdéliggvény a
kovetked

u(z t)=02jU,sinBz* = 24, si zco%a) H%Tj . (7.13%)
i(z,t)= DZL;2+ cog3 2 = ZUZ—; coB z cdsw). (7.133)

Az el szembdind jelenség: nincs tobbé haladdhullam. A®kdn szinuszosan valtozé
feszlltségek és dramok amplituddja a tlifigg, éspedig szinuszfliggvény szerint. Mindkét
amplitidénak nullahelyei vannak egymastol félhulgitavolsagban. Ezekaomopontok

A masodik észrevétel: az aram- és fesziltségandpktihelyfiiggvénye negyedhullam
hosszusaggal el van tolva egymashoz képest, tdluhtaa egyiknek csomodpontja van, a
masiknak maximalis kitérése. Ugyanekkor a fesz{lts®s aram iében is eltoltak
negyedperiédussal: amikor az egyik mennyiség miideeléri a maximumot, a masik
mindentitt éppen zérus és forditva.

Negyedperiédu{l—g faziskéséssel az impedancia éppen tiszta reaktdesi. Ezt mar

kordbban is lattuk a (7.12Bkifejezésben.
A viszonyokat a 7.16. abra szemlélteti.
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Amplitado

Impedancia

7.16. abra.Rovidzarral lezart tAvvezeték aram- és fesziltszgwiya

Szakadassal lezart vezetekerr 1, ezért

u(z) =2U, cosBz, (7.13%)

+

i(2) :2jl;—zsin,6’z. (7.13%)

0

Lathatd, hogy az ék6hdz hasonléan itt is all6hullamok alakulnak ki. Asaonyokat
megfigyelhetjik a 7.17. abran.
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7.17. abra.A végén nyitott idedlis vezeték elektromos viszonya

Tiszta reaktans lezaras

z,=jx, =38 "% - %"IX

= — (7.135)
X+2Z, 4+ X
Nyilvanvaléan|r,| =1, tehat
r,=€, (7.136)
és igy
u(z)=u, (e”ﬂz +d? éJﬂZ) =2 & cc{s,e Z_E]' (7.137)

Most is alléhullamot kapunk a vezetéken, csuparezarhs helyén sem csomoépont, sem

maximalis kitérés nem alakul ki, hanem %%-val van eltolva a szakadassal elzart esethez

képest. A bemeneti impedancia tiszta képzetes.

Altalanos lezaras
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Vizsgéljuk meg a vezetéken lejatszdédd jelenségesizde szerinti impedancidval toréén
lezaras esetén. Ekkor

= RHX=2 _(REZ)*FIX_ o (7.138)
R+jX+Z (R+ Z)+j X

ahol Iéthatéadr| <1, haR > 0, azaz minden passziv lezaras esetén. Az ashia¢d a (7.138)

elemzésével, hoglg| < g .

1/4 1/4

/|,

\
N

\

/)

O
©
2
T LT 18
e s i - < R €
< w1
uz(1+|1)

7.18. abra.Nem illesztett fogyasztoval lezart vezeték elekinsmiszonyai

A feszliltség eloszlasa a vezeték mentén a 7.18.saerinti
U (2)=U; [ +[r] & 7).
Némi szamolassal:

u(l):u;{(l—hnéﬁ' +|r|e”{ & i’”‘ﬂ}% ;e ol ohp -2

(7.139)
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ami a vezetéken kialakulé hulldmot egy pozitiv ytda halado és egy allohulldam 6sszegeként
irja fel. Az alléhullam kovetkeztében az amplitt@dezeték mentén valtozik, maximuma az
alléhullam legnagyobb kitérésénél, minimuma azhallthm csomdpontjanél lesz

U = (LU - (7.140)

! |U |min = (1—|I’|)‘U2+

Az alléhullam-intenzitds mértékét a tapvonal ment@drhet maximalis €s minimalis
feszliltsége hanyadosaként definialjuk, @®hullamaranynak nevezzik. Jele az angol
,voltage standing wave ratio” ke&betiibél VSWR Kiszamitasi modja:

1+]r|
=|r]

VSW% |U |maX =

| |min

(7.141)

H

A (7.121) és a (7.122) osszefliggés, illetve a 7€627.18. abra alapjan lathatjuk, hogy a
feszliltség abszolut értéke maximumanal az aramohhszrtéke minimalis (és forditva), és

ezeken a helyeken az aram és a feszuiltség fazisimenak. Ezért kimondhatjuk, hogy idealis

vezetéken a maximalis és minimalis abszolut ériékpedancia egyuttal tiszta valés, és az
allohullamarannyal a kévetkézéppen fejezhétki

Z...=Z,[VSWEF, (7.142)
Zmin = ZO ! (7143)
VSWR

és a két impedancia helyének tavolsaga éppen nieghéah hosszusagu.

Az alléhullamarany novekedése csokkenti a vezetéfbiihed teljesitményt. Ha a
tavvezetéken megengedett maximalis feszlltség éelttrendszerint a dielektrikum atttési
szilardsaga szabja meg), akkafdezaré ellenallason felléphatasos teljesitmény

+\U +|2
i) ()= (o),
Z, 2 Z,

1 1 .
PZ=EDU2(I2)D:—ZDU2(1+r)

ahol figyelembe vettik, hogg valds. A (7.140) etsegyenbségét felhasznalva

1Py 2P _VE, 2]
C 207 () 22, [
Eredménylink tehat
2
P L (7.144)
27, VSWF

azaz rogzitett maximalis megengedett fesziltsétpresez atvihét hatdsos teljesitmény az
alléhullamarannyal forditva aranyos.
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A novekw all6hullamardny nem csak az atvihdeljesitményt korlatozza, a reflektalt
hullam a tavvezetéken tori@mformacioatvitelt is zavarja.

Célkitizés, hogy a tavvezetéken a reflexiot megszintessgkleges passzivR, # 0)
lezaras esetén.

Tavvezetékek illesztése

A tavvezeték hasznéalata soran a reflexié a tavekzetentén hatranyos. Ezért alapvet
feladat a reflexio megsziintetése. Ha a lezaroimpeda hullamellenallasZ, = Z,, akkor a

tavvezetékllesztettmddon van lezarva és nem |ép fel reflektalt hull@nfelhasznéalas soran
nem biztosithato ilyen lezaras.

A tovabbiakban a tavvezeték nagy részén kovetaljiglg a reflexiomentes terjedést, a
lezaras kis kdrnyezetében fogadjuk el a reflexiot.

Itt — mint az eddigiekben is — csupéan egyetlekvieacian vald vizsgalatra szoritkozunk.
Az illesztés véges frekvenciaintervallumban nentdsithatd. A gyakorlatban ezért véges
intervallumban a specifikaci6 nem a tdkéletes ést irja &, hanem azt, hogy az
allohullamarany legfeljebb mekkora értéket vehét Aetartomanyban torténillesztésre a
példak kozott talalunk néhany szemléitétladatot.

Az illesztést mindig a vezeték egy lezarashoz kopentja és a tavvezeték tobbi,
Jllesztett” része kozé helyezett kétkapuval végezzA kétkaput ugy kell kialakitanunk,
hogy a tavvezeték illesztett része fBjderhebimpedanciat mutasson.

A 7.19. abra feltételezi, hogy az illesztetlen ®metékszakasz hullamimpedanciaja
megegyezik az illesztett tavvezetékével. Ez nemgtieh kovetelmény.

lllesztd T

Z:¥ 2o

kétkapu l

A
Y

7.19. 4bra.Tavvezeték illesztése

Az illesztésnél az illesétkétkaput és at tavolsagot kell meghataroznunk oly médon,
hogy a kétkapu bemenetén az impedadgia= Z, legyen. Azaz a reflexios tényer = 0,
illetve VSWR= 1.

A vezeték hosszU szakasza illesztett. Ezért komigszumkeént elviseljik, hogy az
illesztetlen szakaszon, amelyet minél rovidebbggkkszink tartani, van reflektalt hullam.

llleszis kétkapuk

1. Soros reaktancia
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Az otlet: keressik meg a vezetéken azt a helyel, @himpedancia valds része ép@gna
hullamimpedancia. Az itt fell@preaktanciat ellenkézelsjelti, sorosan kapcsolt reaktanciaval
kompenzaljuk.

A (7.142) és (7.143) tanulsaga szerint egymastgye@ hullamhossz tavolsagra tiszta valos
impedancia alakul ki, éspedihax > Zo, MigZmin < Zo. A koztik 1w negyed hullamhossznyi
szakaszon az impedancia valos része folytonosatozidl A folytonos fliggvények
kozépértéktetele kovetkeztében van olyan pont elszeintervallumban, ahollZ,, = Z,.

Félhullam hosszUsagu szakaszon tehat két ilyen vesly Belathatd, hogy az impedancia
képzetes része e két pontban elledkejelii, de azonos abszolut értékEzen helyek
egyikén végezzik az illesztést.

Az illesztbreaktanciat a tavvezetéken legkonnyebben rovidzaagy szakadassal lezart
tavvezetékkel tudjuk megvaldsitani (7.128). Rovideat csonkkal vald illesztés lathaté a
7.20. abran.

i

(@)

Z>

A
Y

7.20. &bra.Soros illesztés

A hangolasho# ésl¢s értékét valtoztatni kell. A csonkndl ez altaldbsem okoz gondot,
valtoztatasa azonban nehéz, példaul koaxialis kahedlig valdsithatdé meg.
Az illesztés szamitdsa viszonylag egyézéw illesztés feltétele:

Zo=Les+ Ly, (7.145)
ahol
ch = J ZOc;gﬁI cs— JX c (7146)

Z,cospfl+ ¢, singl .
2, = Zy22 o S = 7+ %, 7.147
w207 cosBl+ g, singl | 2 ) (7.147)

és a
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Z,=02,, (7.148)
Xes+ Xpe=0 (7.149)
egyenletekbl a keresett ésl.s meghatarozhaté.
2. Parhuzamos reaktancia

A soros illesztés kivitelezésének technikai nehgeiséniatt a parhuzamos illesztés sokkal
elterjedtebb (7.21. abra).

— S o
Zo :> B :DZbe Yve=Yo+|B
——0o —a

/

7.21. abra.Parhuzamos illesztés elve

A reaktanciat most is vezetékcsonkkal, éspedigdrévizart vezetékcsonkkal célskzer
megvaldsitani (7.22. abra).

A
— W

(. (P

Z>

7.22. abra.Parhuzamos illesztés

Az illesztés feltételé ésl.s megvaldsitasa, hogy teljesiljon az
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1_1,1 (7.150)
Z, Z. Z.

CS
feltétel. Ez ismét két valos egyenletet jelent, lyn# a keresett hosszak meghatarozhatéak.
Most is belathatd, hogy a tavvezetéken félhullansshasagon belll két illesztési hely
talalhato.
A hangolas a csonk és a rovidzar mozgatasavaéniért Ez ketbs vezetéken igen
egyszeiien kivitelezhet, és koaxialis kabel esetén is megoldhat6 (7.2%)ab

I ﬂ
—
7.23. 4bra.Csusztathaté vezetékcsonk mint illésztlem

3. lllesztés két csonkkal

Ha el akarjuk kertlni az illes#tsonk mozgatasat a vezeték mentén, rogzitett ckankell
hasznalnunk. Az illesztés feltételét legalabb ksxinkkal lehet megvaldsitani (7.24. abra).
Egy mozgathaté csonkkal elvben tetszés szerinfihé@llamarany esetén elvégezhedz
illesztés, ez két rogzitett csonk esetén nem légess

7.24. 4bra.Két helyhez kotott vezetékcsonk, mint illesem
4. |llesztés transzformatorral

A vezetéken a (7.142) és (7.143) tanulsaga szetmillam hosszuségon belil két olyan hely
talalhatd, ahol a vezeték impedancigja tiszta valg8/SWReés Zy/VSWR Ezen a helyen
idealis transzformatorral a bemeneti impedancia ezeték hullamimpedancigjara
transzformélhato (7.25. abra).
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Tavvezeteken ,idealis” transzformatort legkonnyebligl4 hosszUsagu vezetékszakasszal
tudunk megvaldsitani (7.26. abra). llyen vezetékagaon (7.126) értelmében a transzfor-
méator hullamimpedancidja a lezaro- és a bemenegdancia mértani kozepe

Zow =N L Lo - (7.151)

7.25. abra.lllesztés transzforméatorral

ZO Z2tr
= —

(1) Zorr (I) @)
(@] D
Zo Zo |X| Z>
2 D
@) Q (@)

'

7.26. abra.lllesztés)\/4-es transzforméatorral

.
-

Az illesztéshez meghatarozzuk aztlaAvolsagot a lezarastol, ahol az impedancia tiszta
valds. (7.142) és (7.143) értelmében itt az impeidan

Z, VSWF 7152
ZZtr = ’ .

ZO
VSWR

€s igy a transzformator hullamimpedanciaja:
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Z ~VSWF
° . (7.153)
ZOtr =

Zy

JWSWR

Figyelem! Valamennyi illesztés egy frekvencian érvényes. rék¥encia valtozasaval az
illesztett szakaszon is eltér az all6hullamaranységbl. Az illesztés savszélességét ugy
definialjuk, hogy a savon belul az all6hullamaraaymmegadott értéknél kisebbnek kell
lennie. A savszélesség novelése tobb vezetékcsbtikikérs illesztéssel, illetve tdbb nem
szukségszéenly/4-es transzformator lancba kapcsolasaval érblet

Tavvezeték-rezfkor

Rovidzarral lezart tavvezetéken allohullamok alakid ki. A fesziltségnek a rovidzaron
csomépontja van. Ha a vezetéken a kovetkezziltségcsomopontba rovidzarat tesziink, az
igy kialakult zart és véges hosszusagu vezetékszaka feszliltség (és aram) eloszlasa nem
valtozik. A révidzarat tavolabbi csomopontba hely@zgyanezt allithatjuk. A csomopontok
kozotti tavolsagly/2. Az | hosszusagu, mindkét végen rovidzarral lezart #atékszakaszon

a félhulldm hosszUség egész szamu tobbszérosezkedileet el. A hulldmhossz (7.27. abra)
kiszamitasa:

/]g=%I, n=1,2,.. (7.154)
e _
=5l n=12,...
le | >
A=2l .
I—12
A=l
e =24
2
A=2]
N3 TN 34
\_/ - 2
/
A=t
2 = . T
S N |—4§

7.27. abra.A két végén lezart vezeték kiloniozezgési allapotai
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A tavvezetékszakasz frekvenciameghatarozé ararékbtikezgkorként) viselkedik, ahol
a frekvencia

f=_C gt_ngc 1 (7.155)
JEM, /1 2 /& EH, |

A szakadassal lezart vezeték végén az aramnak samdpontja, a feszlltséghullam
amplitidéja maximalis. Ezért mindkét végén szaksalagezart vezetéken a hullamhossz
megegyezik (7.154)-gyel. Az egyik végén rovidretzanasik végén nyitott tavvezetéken
(7.28. abra) a hullamhossz negyede adodik a féimhbsszhoz

A A
|:n—g+—g, (7156)
2 4
ahonnan
4
)Ig = I, n=0,1,2,. (7.157)
2n+1

7.28. abra.Negyedhullam, félhullam, és haromnegyedhullam hiessgu rezérendszer

Altalanos lezarasok esetén a rendszer sajat rezeglésrekvencigjat a kovetkézéppen
szamitjuk (7.29. abra).
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)

>
N
N
@
=<

L Zs
Q ) Z-]
B
| >
x=0 x=|
a) b)

7.29. abra.Mindkét végén megadott impedanciaval lezart vezetik rezgrendszer

A Z; impedanciaval sorba kotlnk egy fesziltségforrAshemeneten folyd aramai-gyel
jeldlve

1,(Z,+Z,5) =g, (7.158)

ahol Z,g a tavvezeték bemeneti impedancigja. A é&bgbenUg = 0. Ekkor véges aramot
csak akkor kaphatunk, ha

Z+2,,=0, (7.159)
azaz részletesen

Z,+iz4g “|
z+z2,—C =o0. (7.160)

. w,
ZO+jZZth|

Ebben az dsszefliggésben egyetlen szabad pararagtes.\A komplex egyenlet megoldasa
nem feltétlenll valés. A komplex értékek csillapodo rezgéseket jelentenek

wa=a'+ja" (7.161)
esetén
@4 =g’ e, (7.162)

Tavvezetékek iditartomanybeli vizsgalata

Egyszeti eszkdzokkel csak idealis (torzitAsmentes) tavedeet terjed hullamokat tudunk
kezelni. A konnyebb attekinthietég kedvéért csak az ideadlis vezeték jelenségeiratkoz6
alapfeladatokat ismertetjik. Az eredmények kitetiese torzitdsmentes vezetékekre nem
nehéz.

A tavvezetéken lejatszodd jelenség tdr-idinamikaja altalaban megkdveteli kezdeti és
peremértékek egylittes &iesét. Specialis esetekben kozulik ele§eamegyiket kiiznlunk.

A tovabbiakban valamennyi alapesetet végigvizsgalju
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A vezetéken haladd hullamokat (7.16) és (7.17)mejgfeleben az aldbbi alakban keressik

u(z )= f(z= v+ §( z v, (7.163)
i(z, t):zi[fl(z— - §(z+ v)]. (7.164)

A képletekberf, ésf, tetsBleges alaku fliggvények lehetnek. Altalaban meglajigt, hogy
fuggvények véges energiat hordozzanak, azaz athsawékik négyzete mindkét valtozéjuk
szerint integralhat6 legyen.

1. Kezdetiéerték-feladat
Végtelen hosszu tavvezetéken a peremértékeket nmljukt megadni. Az egyértelin

megoldashoz a vezeték mentén meg kell adnunk &ilfeég és az aram eloszlasét a 0
pillanatban. Ez &ezdeti érték

Legyen
u(z 0)=U( 2, (7.165)
i(z, 0)=1(2), (7.166)

ahonnan némi szamolassal

fl(z):%[u(z)+ Z (3], (7.167)

i(z)=%[u(z)— z1(2)]. (7.168)

A megoldas (7.163) és (7.164) felhasznalasaval y@meballithatod

u(z, t)=%[u(z— W+ Z (= g+ U 7 Y- A2+ ). (7.169)
Aramra
i(z, t):% @+ I (z—vt)—@+ I(z+ vl)} (7.170)

Példaul tételezziik fel, hogy a tavvezeték menténfegziltséglokés alakul ki, de a kezdeti
pillanatban aram még nem folyik (7.30. abra).
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t u(z,0)

. N(z)

A\ 4

i(z,0)

>
>

Z

7.30. abra.Tavvezeték kezdeti allapota

A kialakulo fesziltség-, illetve aramhullam

u(z t)=%[u(z— vi+ U( 2+ V], (7.171)

i(z, 1) =%[u (z=v)-U(z+ v)]. (7.172)

A feszlltség és az aram eloszlasa a vezeték meat@millanatban a 7.31. 4bran lathato.
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vt vt Z

v
A
Y

v

vt

t

v

7.31. abra.Kezdetiérték-feladat megoldasa

Az aram ebjele jelzi, hogy az aram pozitiv vagy negativ ifday folyik-e a referencia-
vezetéken. Feltiintettiik a karakterisztikat. Agdiramtatjak, hogy a vezetéken a hullam egy
karakterisztikus pontja (esetinkben a maximuma)yaoghalad a vezeték mentén
fuggvényében. Egyenletes haladas (allando sebessén a karakterisztikameredeksédg
egyenes.

A karakterisztika nem &lland6 sebedségriedés esetén is a hullamjelenségek vizsgalatémz#os segéd-
eszkdze. llyenkor nem egyenes a karakterisztika.
A karakterisztika akkor hasznalhat6, ha a hulldakjal a terjedés soran csak lassan valtozik.

2. Peremérték-feladat

A vezetéken a kezdeti érték zérus, a vezeték egtjgroebirjuk a fesziltség és/vagy aram
idobeli valtozasat. Mindkét mennyiségighsakor keth ovatossaggal kell eljarni, a terfed
hullam arama és feszlltsége meghatarozzak egymast.

A peremérték
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u(0, t)=U,(t), (7.173)
i(0,t)=1,(t). (7.174)

Mindkét iranyban terjetihullam esetén (7.163) és (7.164)-bol:

fl(t):%[uo(t)+zolo(t)], (7.175)

f, (t)=%[uo(t)—zolo(t):|, (7.176)
ahonnan

u(z t) =%{Uo(t—§j+ Z Io(t—€j+ Uo(t+€j— ZOIO(H_VZH' (7.177)

i(z, t):% @H{t—%)—@ﬂ{ua : (7.178)

A karakterisztika az k6 esethez viszonyitva valtozatlan.
Bekapcsolasi tranziens lathat6 a 7.32. abran, aaredgyik iranyban tortérterjedésre példa.

—— W
D 2

@)
| .
0 z
7.32. abra.Peremertek-feladat
u(0, t)=ute(t), (7.179)
. U(+)
i(0,t)= Z e(t). (7.180)
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Miutan csak pozitiv irdnyba halad6 hullam val(, t) egyértelnien meghatarozzgo, t)-t.
Barmely idpillanatban a (7.163) és (7.164) alapjan a 7.3faralathaté mdédon

u(z )= UHS(t—Ej (7.181)
\)
és
("
i(z, 1)=" g(t—fj, (7.182)
Z, v
azaz

U™ haz <vt
u= . (7.183)
0, haz> vt

 U(2)

Y

vt V4

7.33. abra.Peremérték-feladat megoldasa

A karakterisztika megegyezik a 7.31. abra poziéikehgelyhez tartozé karakterisztikajaval.
Az u(0,t) ési(0,t) ismeretében a 7.32. abra alapjan

(+)
U =u, -1¥R=U,- LR,
ZO
ahonnan
Ul = RfonUO’ (7.184)

azaz a vezeték bemenetének feszlltsége edyfrmriiltségosztassal szamithatoRags Z,
ellendllas kozott.
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3. Kezdetiérték- és peremérték-feladat

Az A4ltaldnos esetre példa a vezetéken kialakuléatzéatdsat modellezi. Legyen a tév-
vezetéken a 0 pillanatban stacionaftii$esziltség, az aram a vezeték mentén zérus: A
pillanatban & = 0 helyen végeR ellendllast kapcsolunk a vezetékre a 7.34. almargz

L

0 Z

7.34. abra.Kezdeti- és peremérték-feladat
u(z’ 0): U, (7185)
i(z, 0)=0. (7.186)

Az R ellenallas bekapcsolasakor mindkét iranyba azéngsi fesziltséghullam indul el. Az
R ellenallason fellép Ug feszliltség

U =Rip=U+u =U+uU", (7.187)
aholu =u". De

i +r=2 o (7.188)—(7.189)
ZO

_u
z,’

ahonnan az ellenallason folyé aram

Ebbsl (7.187)-et felhasznalva kapjuk

U+u = iRR=2i‘R:—ZB u,
ZO
azaz
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w=-—%_y, (7.190)

=Y (7.191)
2R+ Z,

A zarlati feszlltség, illetve aram értéke

u =—2R_y, (7.192)
2R+ 7,

=Y (7.193)
2R+7Z,

A legérdekesebb eredmény, hogy a zarlati &ResrD esetén is véges marad (7.35. abra).

tu(z,t)

: 1
©

Y

7.35. 4bra.Kezdeti- és peremérték-feladat megoldéas

A karakterisztika megegyezik a 7.31. dbra karagrékiajdval. Az aramhullam a vezeték
vegetT = L/vidovel a rovidzarlat bekdvetkezte utan éri el, és dgobb értekelZ, lehet.

A menetdiagramok modszere

A karakterisztikadk segitségével frekvenciafiggetearasnal a tranziens nyomon kévethet
a tavvezeték egyes pontjaiban az aram és fesziditége megszerkeszthietEgy példan
keresztll mutatjuk be a modszer hasznalatét.
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Tekintstk a 7.36. abran bemutatott elrendezéstcs@juk azUy fesziltségforrast 6= 0
pillanatban a vezetékre.

_C )] { )_
Z 2o
O JUD : D 4
—( Y { )—
ri=-1 r=-0,6
Z, Uo U,
[
(22
/‘,/-QC/G UotrUs
Us+r2Us+rir-Us
2\J0
(0

V’t ‘l’t

7.36. abra.Menetdiagram-maodszer

Az abranr =— a futasi id a vezeték mentén.

I
N

©_-0,75_
1,25

A karakterisztikdkbol all6 menetdiagrammal a vekekét végén visszavéds hullamok
nyomon kovethélk, és a vezeték barmely pontjadban dsszegékhet

Latszik, hogy frekvenciafiidgreflexi6 és bonyolultabb gerjesztés esetén ezlgafikus
modszer nem hasznalhaté.

A menetdiagram-modszer befejezéseként hatarozzux aze allanddsult fesziltséget és
aramot a lezarason
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U, = (1+r,)U =1, (141 U g+r 5(14r P o+ 4=

= (L+r,) (11, 412 1 222 0=%u U, (7.194)
2
L, =(1-r,) 2 o, (1-r ) Lo =20 Y Yo, (7.195)
ZO ZO 1+ r2 ZO RZ

A fenti formuldk megfelelnek a fizikailag indokolarakozasnak.

Az el6z6 megfontolasok az egyenaramu fogyasztd aram- gélfeégbekapcsolasakor feliep
tranzienseit szemléltetik.

Altalanos tranziensek

Veszteséges vezeték eés/vagy tetszés szerinti $ezséatén az eddigi moédszerek nem
hasznalhaték. A numerikus megoldason kivil lehetség transzforméciés modszerek
hasznalata is. A Fourier-transzformacié alkalmazéisa Laplace-transzforméaciéval hasonlé
eredmeényekre jutunk.

A transzformacio az titartomanyt ag frekvenciatartomanyba képezi le, mik6zben a térbel
valtozé paraméterként szerepel

Fu(x,t) :T u(x,tg'“dt= U x,jw), (7.196)

—c0
+o00

Fi(x,t)= j i(x,t)e“dt =I( X, jw). (7.197)

—00

A vezetéken pozitiv iranyban haladé hullam

u(x t):%Tjul(jw)e‘VXé“ow, (7.198)

YUili®) G g g (7.199)
- Zy(jw)

aholU;(jw) a bemenet,(t) = U (0,t) feszlltség transzformaltjdy a hullamimpedancia.
A reflexiotényed a lezarason

Z,(jw)-2,(jw)
Z,(jw)+ Zy(ja)

r,(jw) = (7.200)

és a bemeneten
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(jw)=2 (7.201)

Az els) reflektalt hullaml hosszUsagu vezetéken
u (% jw) = U, (jw)e et
€s végll a sokszoros oda-visszaydés utan

U (x jw) =V, (j) [ + g ™) ey @2 arp @404 =
= Ul i

(Ja))[e“’x(1+ rr,e” +rf 2e¥ + ..)+r , é*’(z"x)( Hr , @+ )]
Innen a mértani sort 6sszegezve kapjuk az

e + r, ey(><—2|)

U(z jw)=U,(jw) Cir o
12

(7.202)

Ul (J C()) e — r, é/(x—zl)

Zy(jw) 1-rre?

1 (z, jow) = (7.203)

A sortsszegzés feltétele, hogy az
e | <1 (7.204)
egyenbtlenség fennalljon.

A (7.202) és (7.203) kifejezésekben jol elkulonidazitiv €s negativ iranyba halad6 hullam.
Allandosult allapotban csak a lezaras hatarozzaareflexiot:r, a reflexiétényed.

A kifejezésekben a bemeneti gerjesztés Fouriesafanmaltjanak szorzoéja a rendszer atvitel
flggvénye. Az idtartomanyba visszatérésnél az atviteli flggvényense Kkitintetett
szerepet kap. Az atviteli figgvény pélusai, azaneaed zérushelyei hatarozzdk meg a
rendszer sajatrezgéseit. Esetlinkben a sajatrezfyékekncidi azok a (komplex) frekvenciak,
amelyeken teljesil a

rre? =1 feltétel. (7.205)

A feltétel a (7.160) egyenlettel azonos sajatfrelki@kra vezet.
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8. ELEKTROMAGNESES HULLAMOK KELTESE

Amint a 1. fejezetben az elektrodinamika felosztasdattuk, az elektromagneses tér legal-
taldnosabb egyenletei:

oD

rotH =J +—, I
o (1
0B
rote = ——, Il
™ (1)
divB =0, (1)
divD = p, (V)
D=¢E, B=y1H. V)

Homogén kozeget tételezlink fel, tehésu allandé.
A teret gerjes#t mennyiségek aaram és atoltés A tovabbiakban azt vizsgaljuk, milyen
modon lehet meghatarozni a gerjészénnyiségek ismeretében a létrehozott teret.
Az dsszefliggéseket nem a térjellémzennyiségekre irjuk fel, hanem a potencialokraaAeny,
hogy aB vektor divergenciamentes, letieé¢ teszi, hogy egy alkalmasan valaszfottektor-
potencial rotaciojaként fejezzuk ki

B =rotA. (8.1)

Ezt az 6sszeflggeést (I)-be helyettesitve és fedbse a hely és ifl szerinti derivalast (ami
nyugvo rendszerben mindig megtef)etr kovetkeé 6sszefiiggésekhez jutunk

rote = 9 rotA = - rota—A :
ot ot

rot(E+a—Aj:0. (8.2)
ot
Mivel a zarodjelben allé vektor rotaciomentesiadiithatd egy skalarpotencial gradienseként:
0A
E+—=-grawp,
o~ gradg
ahonnan

E= —gradgﬁ—a—A

- (8.3)
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A sztatikus (6/6t=0) esettel ellentétben az elektromos tér nem al6the csak

skalarpotenciallal, hanem a magneses teret meghatarektorpotencial is megjelenik az
értékében. Torténelmi érdekesség, hogy Maxwell railna az alapegyenletek az (1), (1V),
(8.1) és (8.3) voltak. Ennek oka az a bonyolultduwihamikai modell volt, amellyel Maxwell
az elektromagneses teret modellezte, és amelybeéhn \aektorpotencial kitlintetett szerepet
jatszott. Az egyenletek mai alakjat. Heavisideformuldzta meg 1884-ben, mar Maxwell
halala utan. Lényegében azonos egyenletekre jdtdttertz aki kisérleti iton észor keltett
radidhullamokat. Erdekesség, hogy az (I)—(ll) edgwket Einstein mindig mint
Maxwell-Hertz-egyenleteket idézte.

Az eddigiek értelmében, ha adva varésg, a vektor- és skalarpotencial, mint a hely és id
fluggvénye, akkoE ésB a (8.3) és (8.1) egyenletékbmeghatarozhato.

A potencialokat az eddig fel nem hasznalt () 8 @gyenletekkel tudjuk meghatarozni.
Vegyuk észre: csak ezek az egyenletek tartalmaazgérjeszimennyiségeket, a masik két
egyenlet homogén!

Miutan az A vektorpotencialnak csak a rotacidja kotdtt, a dieacidjat szabadon
valaszthatjuk. Ez az ugynevezaiertékvalasztasA divergenciat célszéen ugy valasztjuk,
hogy az egyenletek a lelddegkényelmesebb alakuak legyenek:

H =(1/ ) rotA -t (I)-be helyettesitve a

_ . B gg 9°A ., . . ,
rot rotA = grad diA —AA =J —&u gra e —&u e 0sszefluiggéshez jutunk, amei/b
rendezeés utan kapjuk a

2
DA - %té =—ud + grad( diA +£,u%j =C (8.4)

A (IV) egyenletbe (8.3)-szorosat helyettesitv® helyére, az alabbi kifejezést kapjuk,

divD = -¢ div grad¢ —5% diVA = p, ahonnan rendezés utan a

rg=- -9 giva (8.5)
g ot

0sszefluiggéshez jutunk.
A mértéket a (8.4) egyenletet egysmdtve megvalaszthatjuk ugy, hogy

99

divA + ¢
"

0 legyen. (8.6)

Ez az 6sszeflggésLarenz-feltétees az igy valasztott meértéket Lorenz-mértéknele neik.
(8.6) alkalmazasaval (8.4) az aldbbi egyenletrassgfysodik

9°A
ot?

AVANEXT =—d , (8.7)

mig (8.5)

© Hungarian edition Miszaki Kényvkiadé Kft., Budapest, 2008

Minden jog fenntartva. 1 7 0



62
A¢—£/J?f = —g (8.8)

alaku lesz.

Az A vektorpotencialra és @ skalarpotencialra azonos alaku egyenletet kapuritenz-fel-
tétel alkalmazésaval.

Az egyenletek térbeli hullamegyenletek. Nem flggetk, hiszen a jobb oldalon allo
mennyiségek kozott a folytonosségi egyenldisekotést jelent. Belathatd, hogy a (8.6)
Lorenz-feltétel a (8.7) és (8.8) egyenletek jobbatdn allo gerjeségmennyiségek kdzott a
folytonossagi egyenlet teljesiilését biztositja.

Induljunk ki ennek bizonyitasara a (8.7) egyerdetiegyik mindkét oldal divergenciajat
2

divAA - 5;1% divA = —divd .

A vektorra hato\ operator definicidja

A = grad div — rot rot,

amivel

divAA = div grad difA —div rot rotA = A divA,
mert a rot4cié mindig divergenciamentes.

Az egyenlet a kdvetkézalakba irhato
2

(A - 5y%)divA =—1div]d.
Ezek utan derivaljuk (8.8) mindkét oldalat a# &rerint €s szorozzuk meg-vel

92 0¢ 0p
A-gu— |gU——=—H——.
( ﬂatzjﬂat ot

A fenti két egyenletet 6sszeadva a bizonyitandtalhyilvanvalo.
0° : ¢ : apj
A-gu— | divA+gu— | =—p div) + — L
( ﬂatzj( ﬂatj ﬂ[ ot (t)

Tetszés szerintiy fliggvény segitségével olyan potencialok allithagdik amelyek azonos
térmennyiségekre vezetnek. A potencialok

AD =A +grad//' (8.9)

-l
g*=¢ ek (8.10)

A y elnevezésemeértékfliggvényHa ugy valasztjuk, hogh* és ¢* is eleget tegyen az
el6zéen valasztott mértékneknértékinvarianciarélbeszélink. Konnyen belathato, hogy a
mértékinvariancia esetén a Lorenz-mértéknéleget tesz a homogén hullamegyenletnek:

A -gu aalt// -0. (8.11)
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A (*) egyenlet allitasa mértékinvariancia esetéltozatlan marad.
Gyakran véalasztott mérték a stacionarius €sgfibismert Coulomb-mérték
divA =0. (8.12)

Ezzel a (8.5) egyenlet a Poisson-egyenletre egysidik (de a benne szeréphennyiségek
az idbben valtoznak)

Ap = _g, (8.13)

A vektorpotencidlra vonatkozé (8.4) egyenlet bonitabb lesz.

2
AVANXT %té =—ud +&u grad% (8.14)

(8.13)-b6lp meghatarozhat6 a sztatikdbdl ismert médon. Azkagpott potencialt (8.14)-be

helyettesitve kell megoldanunk a hullamegyenletet.

A gerjeszémennyiségekre a folytonossagi egyenlet most isd@lj (8.14) mindkét oldaldnak

divergencigjat véve, a bal oldalon (8.12) kovet&ben zérust kapunk, mig a jobb oldalt
kiszamitva a folytonosségi egyenletre jutunk.

—divl+¢ divgrad%z—div] +£2A¢=—di\ﬂ _a_,o: C (8.15)
ot ot ot

A mértékinvariancia feltétele (8.9) felhasznalas&isA* =divA + A¢ =0 alapjan
Ay =0, (8.16)
azaz a mértékfiggvény a Laplace-egyenletnek kefetltegyen. A feltétel (8.10) és (8.13)

alapjan ay skalarpotencial invariancigjat is biztositja.

Térjunk vissza a hullamegyenletekre! A hullam td¢g sebességére (ezt a 7. fejezetben mar
lattuk) a kozegben mértieténysebesség adddik

=t - ¢ _c (8.17)

A két egyenletbl jOl latszik, hogy a sztatikus-stacionarius alapadeteket akkor kapjuk
vissza, ha a terjedés sebessége végtelen. A setatilicionarius leiras a valddi folyamatok-
nak mindig csak a kozelitése. Ez a kdzelités asiEmgsség igen nagy értéke miatt viszonylag
nagy kiterjedés térrészben jo lehet. Ez a tény teszi Iéhétpéldaul a koncentralt paraméter
halozatokkal tortéfy azonnali kdlcsonhatast feltéteddeirast.

&l - 0, azaz/ - oo, (8.18)
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Hatarozzuk meg a (8.7) és (8.8) egyenletek megald&sezdjik a legegyszéibel, egy
idében valtozé pontszétoltés potencialjaval.

A megoldas gombszimmetrikus lesz. Ezért a (8.8)eplgyet gombi koordinatakban kell
felirni. A Laplace-operator az 9, ¢ gombi koordinatakkal felirva:

A¢=iE—la—(r2%j+ 1 E—I—(smﬂ(wj 1 Gaﬁ
2 r?sind 09 09 ) r?sitd o¢°

A gbmbszimmetrikus megoldas csekdl fugg, igy az egyenlet alakja az origo kivételével
(ahol pontszdrtoltés van)

1 9(,09) . 3% _
~ 2y
2 or ( a:)éyaz

Tételezziik fel, hogy a megoldas alakja, ismervaatikus hatarértéket

p(r.1)= f(r,t).

r

Ezt a hulldmegyenletbe helyettesitve:

og _10f f

( 6¢] 0°f of _ o0°f
r +r -—=r :
or or ) or  orz or or?
Az eredeti egyenletbe visszahelyettesitve:
dl_ 1dl_ 0.

r
Az orig6tdl eltekintve az egyenlet tehat

1 0°f —£,L162f -0

r\ or? a2

alakba irhatd, azaz a zardjeles kifejezés mindea zérus. Ennek az egyenletnek a
megoldasat a tavvezetékek elmélétébmerjik:

f(r,t)= fl(t—£j+f2(t+%j.
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Foglalkozzunk a fizikailag jél értelmezidetmegoldassal: a pozitiv irdnyban terjed
hullammal. Legyen

£(r, t)=f(t—\£/j.

r — 0 esetén a sztatikus hatarértéket kell kapnunlerkiek megfelél megoldas

, o))
B(r t)=——m———2. (8.19)

47 r

Megjegyzésa kifejezés eleget tesz azon feltétellinknek igylo— o« esetén a sztatikus hatarértékbe megy at.

Elosztott t6ltés esetén

dQ = p(f,n, .t —\Lljdfdndi , (8.20)
és ezzel
L PEnE =Y
p(xy 2 )= Yo o . (8.21)
JE r

\%

Hasonlé modon:

(El’?!(!t _Vj
A(x vz =2 & & o, (8.22)
4y, r

Az eddigi konvencionknak megfeten x, y, zazonP pont koordinatai, ahol a potencialt
keressiuk:, n, { azonQ pont koordinatai, ahol a toltés/aram varma P ésQ pont kdzotti
tavolsag, ami mind a hat koordinata fliggvénye.

(8.21) és (8.22) eetardalt (késleltetett) potencidlobban kiilonbdznek a sztatikus-stacionarius
potencialoktol, hogy a potencialérteket nem a \aftsgdépillanatban fennallé gerjesztés

. -y AP G Y
hatarozza meg, hanem az az érték, amelyet a gegdsz— idépontban, tehat- idével a
v Vv

vizsgalat ebtt vett fel. Ez azt jelenti, hogy a véges terjedasibesség miatt a gerjesztés a
hatasat késleltetve fejti ki.

A kifejezések at+L valtozoval is az inhomogén hullamegyenlet megdtdasijak. Ezek az
v

avanzsalt (sié) potencidlok, amelyekben az ok-okozati viszongraeddje felcserédik.
Létezésik mégsem vezet ellentmondasra. (Ennek méga példaul a Simonyi—Zombory:
Elméleti villamossagtan kényv 4.5. szakaszabanlh@d. Ezen magyarazat szerint is a
retardalt potencialok elégségesek a tér keltéseémsgalatara.)
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A Hertz-dipd6lus sugarzasa

A Hertz-dipolusrovid, | hosszusagu vezetékdarab, amelyen tiszta szinik#ftiggési aram
folyik, amelynek értéke a vezeték hossza ment@andd. Ez akkor lehetséges, ha vezeték
hossza sokkal kisebb az adott frekvencidhoz tatoi@mhossznal.

A vezeték végen az aramnak divergenciaja van. Hekikell tételeznink, hogy a vezeték
végén negativ és pozitiv téltés halmozddik fel, namo abszolut értékkel. Az elrendezés
elektromos szempontbdl egy dipdlus, amelynek moumeatszinuszosan valtozik (8.1. abra).

P(x,9,p)

X

8.1. abra.Dip0lus a koordinata-rendszer origojaban
A Hertz-dipdlus jeleriisége, hogy vékony vezetékbkialakitott (vonalszdr = linearis)
antenna kis szakasza helyettesithatle. Az egész antenna elektromagneses tere husiipo

terének szuperpozicioja.
A dip6lus nyomatéka

p=0{p,e“} =lg=10{Q,e}, (8.23)
ahonnan a nyomatékddeli valtozasa

%=D{pojaﬁj“‘}=l%=li=D{lloé“}. (8.24)

(8.23) és (8.24) 6sszevetéskb
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p, =10 (8.25)

A vektorpotencial (8.22) felhasznalasaval szabduketé( = c = ]/,/50/,10 )

. r r
|(t _j jW(t_Ej
A:&Qri‘ﬂ =0 %’;aeri| . (8.26)

4

A tovébbiakban csak a (helyfiigigkomplex amplitidokkal szamolunk, d2'elaku idbfliggs
ténye®dt elhagyjuk.
A (8.1) alapjan

H =irotA . (8.27)
Ho

Felhasznaljuk a vektoranalizis azonossagat
rot| f (r)a]=f (r)rota+ grad (r)xa. (8.28)

Ezzel a magneses téfeség

o
:Alr—;)TgradeTXI , (8.29)

mivel rof = 0. Bevezetve az =r/r egységvektort

jo 1 N
E(_+_j “elixy]. (8:30)

Az |xr,vektorszorzat méteges a dipOlus és a vizsgalt pont felé mutato orektal

kifeszitett sikra. Ebll kdvetkezik, hogy a magneses téfvemalai kor alakuak, kdzéppontjuk
a dipélus tengelyén van.

A magneses térésség két rés#h all. Az el tag a tdvolsdg dlshatvanyaval forditott
aranyban cstkken, mig a masodik tag a tavolsagzeé&gyel forditott aranyban. A masodik
tagotkozeli térneknevezziik, az efstagottavoli vagy sugarzasi térngkmert a masodik tag
csak kis tavolsagokban érezteti hatasat, még 4z tatp nagy tavolsagokban is. Az 2/r
tavolsagflggés Biot—Savart-torvenyek felel meg.

A szamitast egyszélob koordinatak szerint végezni. A magneses &8sgg (8.30) kifejezése

|I ><r0| =| sing helyettesitéssel gombi koordinata-rendszerbenvatkéz) komponensekhez
vezet
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s, 1] o
“—+=singe’™, 8.31
¢ 471[ r? (8.31)
ahol,8=£):a) EoMy -
C

Az elektromos tér szamitdsara az NIpxwell-egyenlat hasznéljuk fel. A tiszta szinuszos
gerjesztés kovetkeztében a komplex amplitidokrairt feegyenletekben aﬂ - jw
helyettesitéssel éluink. Az origén kivil nem folgitam, tehaf = 0.

1
j e, jweU,

E=

rot rofA . (8.32)

(8.31) rotaciojat gombi koordinatakban kiszamitva:

E = 14 ’uOE-IZ—Z— 2] - |cos g€,
4 > wey’

E, :il:_J e O o Gl—}sinﬂe_w' : (8.33)

3 2
ar| o wey g T

Az elektromos téréisség kifejezésében is talalunk-iél ardnyos tavoli teret. A kozeli tér
1/r3-beli aranyos komponensei a sztatikus dipélus détaterélsl adédnak, mig az #-tel
aranyos tagok a magneses tér hasonl6 tagjainadzadh altal indukalt elektromos teret irjak
le.

Az elektromos térnek csak a dipo6lus tengelyére etekt sikban (meridiansik) vannak
komponenseig iranyd komponense nincsen (8.2. abra). Ezzel seenabmagneses térnek
csak ¢ iranyl komponense van, amint adzékekben belattuk. Bvonalai korok, amelyek
kézéppontja a dipolus tengelyén van. Az elektron@ss magneses téésség azonos
intenzitasu helyei egybeesnek.

" Miért nem a (8.3) 8sszefiiggést hasznaljuk? Améett a kiszamitasa joval hosszadalmasabb és bthaidgan
(8.32)-re vezet. Vigyazat! Ez nem altalanos, maéseddben mas megfontolasok lehetnek érvényesek.
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8.2. 4bra.A villamos evonalak a dip6lusndl. Hertz 1888-ban megjelent@likk

A jelenség els részletes elméleti vizsgélatateinrich Hertz német fizikus 1888-ban
publikalta, miutan kisérleti utondszor allitott eb egyenes vezetéken folyé nagyfrekvencias
arammal (antennaval) elektromagneses hullamot. BAndaz eredeti cikkib szarmazé
elektromos e&ivonalképek lathatok a négy, egymast negyed pemjdusioben koved
fazisban.

Jol lathatd, hogy a tavoli térben az elektromosridéségnek csal komponense van. Ezek a
komponensek az antenna tengelyéredteges iranyban a legintenzivebbek. A8irfliggés
miatt az antenna tengelyének irdnyaban nificednyd komponens, igy tavoli tér sincs. Az
erévonalak zarédasét a kozeli réirdnya komponensei teszik letieé.

Az erdvonalaktdl elvarjuk, hogy zartak legyenek, mertéebén (az antennan kivil) sehol
sincsen toltés, a tér divergenciamentes.

A Hertz- dipélus tavoli tere

A tavoli tér komponensei

E, :Lild%sin Seir (8.34)
JT r

H, =1 B geimr (8.35)
Amr
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A tavoli tér komponensei egymasra leges vektorok (8.3. abra). Miutan az elektromos és
magneses tér kozott nincsen faziskulonbség, a itdedben a téréisségek maximumai
helyben is egybeesnek (8.4. dbra). Azélallitds azt is jelenti, hogy ésH amplitidojanak
hanyadosa mindendtt allandé mennyiség

E| _ ay, Ho o
L =CU, = = [—. (8.36)
H B8 77 e, &

8.3. 4bra.A villamos és magneses téfeseg iranya a tavoli térben

HOX K X

8.4. abra.A villamos és magneses téfsség maximalis intenzitasu helyei a térben
egybeesnek
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Az abszolut érték ebben a kifejezésben ugy éétemdint a térbeli vektorok komplex
amplitiddja. A kifejezés tehat elééfazisu terek esetén komplex mennyiségre is vetethe
Esetlinkben ez a hanyados valds.

A hanyadoshullamimpedancianakjalés esetbehullamellenallasnakevezziik.

Zy = /& 0377Q (01207 Q), (8.37)
£0

a szabad tér hullamellenallasa.

A tavoli tér legfontosabb tulajdonséagai

1. Az elektromos és magneses tésseégvektorok mélegesek egymasra és a haladas
iranyara

H|Exr,, (8.38)
és a komponensegyenletéklevezetheien
E=2Z,[Hxr,]. (8.39)

2. A térességvektorok amplitudoi k6zott valdés hdnyados &méllenallas
=2z, (8.40)

3. A térebssegvektorok tfrel aranyosak. A frekvencia helyett szabadtéridmihosszat
(/1 =2/ ,8) hasznalva a kdvetkézsszefliggéseket kapjuk:

E, = jizo—lgL l,sinde”" = j60’7—1E—L l, sing 7", (8.41)
2 °r A rA
H, = J%G}E)Lllosinﬂe‘w’. (8.42)

Az antenna amplitudo-iranykarakterisztikdja a tavrességre a kovetkéz modon
definiélt:

E(r, 3, ¢)
E(r, 2, ¢)

F(9, ¢)= (8.43)

max

Az 8.43-as GSSZGnggéSbHEIﬂ a vektor komplex amplitudéjanak valés abszoliglét jelzi.

A (8.43)-ban az irdnykarakterisztika nem fligg aots&gtél, hiszen a szamlalo és a névez
tavolsagfiiggése egyarant.1/
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Esetlinkben a révid dipdlus irAnykarakterisztikaja
F (8, ¢)=sing (8.44)

hengerszimmetrikus, csaksafiggvénye (8.5. abra).

8.5. abra.A Hertz-dipolus sugarzasi iranykarakterisztikaja

A kisugarzott teljesitmény

A kisugarzott teljesitményt a tavoli tér szallighaz antenna kornyezetébHa azS=E x H
Poynting-vektortszamitjuk, csak az ritel ardnyos komponensek adnak?t¢l aranyos
Poynting-vektort. Miutan a felllet, amelyen a tsijmény ataramlik, a tavolsag noveke-
désekorr?-tel aranyosan &) csak a tavoli tér komponensei altal szallitoliesitmény nem
csokken a tavolsag novekedésekor. Ez a tavoleténfiseége. Minden mas elektromagneses
tér az antenna altal kisugarzott tavoli térnél ggbban csdkken a tavolsag ndvekedésekor,
ezért nem alkalmas a teljesitmény nagy tavolsagtitasara.

Ezt ebre bocsatva, szamitsuk ki a tavoli tér komponegahal |étrehozott teljesitményaram
siiriséget, a Poynting-vektort, majd integraljuk aztaatennat korulvey zart fellletre. Az
elébbiek értelmében valamennyi zéart fellletre azonosdraényt kell kapnunk. Ezért
egyszeiiség kedvéért egy gombfeliletre integralunk. A téiél Poynting-vektora mindenutt
mefsleges erre a fellletre.

A szinuszos idfiggés kovetkeztében komplex Poynting-vektorral kedmolnunk. Mivel a
tavoli tér komponensei médegesek egymasra és fazisban vannak, a komplextirgyrektor
tiszta valos lesz és abszolut értéke

2
|s|:1EH :—16071—1E-I%(—|j 1,2 sirf 9, (8.45)
2 2 27124
P=§SdA=1307-2 |2| il irf 9r? sind a9 8.46
‘3§ =230~ Ogioioa r2 si @, (8.46)
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ahol r?sindd 8 dp a gombfeliilet elemi darabja. A kifejezés integiahi értéke
2 m w
[dg =27, [sinS sing d9=j( F coss) siff zﬁ=g. (8.47)
0 0 0

A hatasos teljesitmény

2 2
P=%3077(/|]—j 1,2 mg:—;loz [807{';) : (8.48)

Az R ellendllason atfolydy, amplitidéja aram hatasos teljesitménye

P:% I,°R, (8.49)

ahonnan a rovid antensagarzasi ellenallasdtapjuk

R, =807 (/'1—)2 . (8.50)

A teljesitményt szolgaltatd generator szamara &&naa a sugarzasi ellenéllassal megegyez
ellendllasnak latszik. A generator nem ,észleliggh a teljesitmény nem disszipalodik,
hanem a szabad térbe tavozik.

Az antenna sugarzasi ellenalldsa tehat az anteosazé és a hullamhossz hanyadosa
négyzetével aranyos. Egy dipdllal annal hatasosalbdunk sugarozni, minél hosszabb az
antenna és minél kisebb a hullamhossz. A (8.5Qefidggés csak az | <kfeltétel fennallasa
esetén érvényes.

Altalanosan igaz, hogy nagyobb frekvencian, teligidebb hullamhosszon ugyanakkora
arameéséggel nagyobb teljesitményt tudunk sugarozni.

A sugarzasi ellenallas sok vonatkozasban valédnéllasként viselkedik, példaul a tavveze-
téken fellép reflexio szempontjabol. Produkalja az agynevezighallaszaijt is.

Az antenna impedanciajanak van képzetes részekszali tér komponensei eltéfazisuak.

A belblik szamitott komplex Poynting-vektor képzetes eggtzi, hogy a kdzeli térben van
ide-oda aramlo teljesitménylengés. Ennek hatasamntenna impedancigjaban a sugarzasi
ellendllason kiviil reaktans komponens is megjeleritktéke a Hertz-diplus esetén
ertelmezhetetlen. Ennek oka a dipOlus pontsZéterjedése és a tér & szingularitasa.
Sugarzasi reaktanciat csak véges térfogati antéhni@nlunk szamitani a geometria
ismeretében.

Az antenna iranyitottsaga az a tulajdonsag, hogg®ganyokban nagyobb, mas iranyokban
kisebb vagy éppen semmilyen teljesitményt nem sagdkz antenna iranyitottsagata
irAnyhatas jellemzi, ami a legnagyobb teljesitmérigeg és kisugarozott &atlagos
teljesitmény hanyadosa

S Smax( r)
D = Smax — 51
Sé\tl I:;ug/él'n-r2 , (8 ° )

ahol a tavoli térkomponensekkel szamolunk. Herldisra a (8.45) alapjan
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S... =15ﬂi2()|l—j 17, (8.52)

r
mig a kisugarzott teljesitmény (8.48)-badl

P = 40#(%) 1,2 (8.53)

Mindezt (8.51)-be helyettesitve
D=15. (8.54)

Ez a Hertz-dip6lus iranyhatasa, amely mennyiségeatszerint logaritmikus egységben,
decibelben fejezik ki

D® =10 IgD=101g1,5 1,76 d.

Figyelem!Az antennak irdnyitottsaganak jellemzésére gyai@myereséget hasznéljak. Ez
abban kulonbézik az iranyhatastél, hogy nem a lészmt, hanem az antennaba taplalt
teljesitmény szerepel a hnyadosban

Srax (1)
G=—"+H1", 8.55
%55/477T2 ( )

Psssz @ Kisugarzott teljesitményen kivil az antenna tesggeire forditott teljesitményt is
tartalmazza. J6 vezitépesség anyagbol készilt antennak esetén a nyereségigmghatas
gyakorlatilag megegyezik.

A Fold hatasa a tér kialakulasara

Az antennahoz kozeli foldet végtelen j0 véképessének tekintjuk. Ez a kozelités a
frekvencia ndvekedésével egyre romlik, de kisebkvenciakon jé a kozelités.

A végtelen j6 vezéképessély Fold felszinén az elektromos téisségnek meétegesnek kell
lennie a fellletre. Sik felllet esetén ilyen teaet antenna alkalmas tukrozésével tudunk
eléallitani. Végeredményben a ve&dellleten folyd aramok hatasat alkalmasan valdiszto
helyettesié toltéselrendezéssel irjuk le.

A vezetsikra mebleges dipdlus toltését az ismert médon tikrozvkiakakuld tikoraram
azonos iranyban folyik az eredeti dipbélus aramanakét dipblus terének szuperpozicioja
mindenttt mefleges a vezétellletre (8.@ abra). Az eredl térnek csak a hatarol6 fellldtt

az eredeti dipdlust tartalmazo félterében van éizjglentése.
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8.6a abra. Fuggleges dipolus tUkbrképében az aram azonos fazishak

A vezebtsikkal parhuzamos dipolus tikoérképében az eredadlientétes iranya aram folyik
(8.6b 4bra). Tetszés szerinti pozicidban allé antenya &dellletre meileges és egy, azzal
parhuzamos komponeharammal modellezh&{(8.6c abra).

8.6b abra. Vizszintes dipolus tiikorképében az aram elletkézisban folyik
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8.6c abra. Ferde dipdlus tukorképének fliggges komponensében az eredeti dipolus
fuggoleges komponensével azonos fazisu, vizszintes koems@ében pedig az eredeti dipdlus
vizszintes komponensével ellenkdazisa aram folyik

Az eddigieket figyelembe véve vizsgalhatjuk a Féldtlitott rovid dipdl sugarzasi tulajdon-
sagait (8.7. abra). Ak hosszlusagu dipdlust tukorképével kiegészitvbddszusagu antenna
terével kell szamolnunk, amelynek csak a Fold didgtti tere fizikai jelentés

(8.41) felhasznélasaval, és kivételesen effektiégkékre felirva az 6sszefliggéseket:

EmVim = 120”%% l SING, (8.56)

ahol a tavolsagokat km-ben, a tésseéget mV/m-ben mérjiuk. A kifejezésben figyelembe
vettlk, hogy a tukdorképpel egyitt az antenhladdszusagu.

()
N

8.7. abra.A végtelen j6 vezéképessél sik befolyasa a sugarzo tér kialakitasara
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A sugérzott teljesitmény kiszdmitadsakor figyelenkleé venniink, hogy al2,hosszusagu”
antenna csak a féldérrészben sugaroz energiat, ez a teljes, szareitetgianak csupan a
fele

2

P=%80n2(%lj |eﬁ2=16072('ﬂ o> (8.57)

(8.56) és (8.57) tsszevetéskhémi szamolassal kapjuk, hogy

EmV™ = %) VP (8.58)

Az itt olvashatd ,haromszazas” formula a radiotaaliés korai szakaszanak altalanos képlete
volt. A korabeli berendezések viszonylag nagy mlasszal dolgoztak, az antennak ezért
~rovidek” voltak. Az aramefsség csak kozetieg volt allandd, de a fenti dsszefliggés igy is
O becslést adott a Foldre allitott fidgges antenna altal |étrehozott tés=egre.

A Foldre allitott révid antenna sugarzasi eller®di8.57)-bl

R =" =1607 (;.lj (8.59)

eff?

kétszerese a magaban all6 dipolénak.
Mivel a maximalis teljesitményisiség kétszeres antennahossznal négyszerésaekisugar-
zott teljesitmény csak kétszeresére, az irAnydd®a-szeresereshazaz

D=3,
illetve logaritmikus egységekben 10 Ig2 = 3 dBH&| tehéat

D =4 76 dB.

Kdzépen taplalt egyenes huzalantennak tere

Vonalszeti (linearis) antennak tere mindigéallithaté Hertz-dipélusok terének szuper-
poziciojaként.

Példaként nézzik az egyenes szimmetrikus dipodzsegyenes antenna (8.8. abra) kicsiny
dz hosszusagu darabja altal keltett elektromos déség amplitudéja (8.42) figyelembe-
vételével:

dE, = j%T | (z)dz""" sing. (8.60)
I

z
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8.8. abra.Tetszés szerinti arameloszlasu egyenes antennezétegé@nek megallapitasahoz

Feltételezzik, hogy a P pont, ahol a tavoli teege&sik, olyan messze van, hogy az antenna
kulénbo® pontjaibdl odahluzott egyenesek parhuzamosak. Agbableolvashatd, hogy

r,=r,—z cos?,
aholry az antenna kdzepének tavolsaga a vizsgalt ponttol.
Az r, egymast koveétkozelitései:

— zérusrend: r, Ury,
— elsgrendi:r, Or,—z cosy.

A (8.60) neveédjében a zérusrefidkozelités megengeditetde az exponencialis fliggvény
kitevéjében nem. Az amplitidé szamitasanal a hiba zérdér&ozelitéssel elenyész a
fazisszamitasnal nagyobb pontossag szikséges,otzét el§rendi kifejezést hasznaljuk.
Ezzel

dE — JGOIT ~jB(ry~zcosd)

sing. 8.61
> (8.61)

Az egyes Hertz-dipblusok terének efigd a fenti kifejezés integralasaval kapjuk

iBro +/2 .
E, = J%Tge—smﬁj‘ (z) €72 az. (8.62)
0 -1/2
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A kifejezés a tavoli térben igen j0 eredményt &d, ismerjik az antenna mentén az
arameloszlast. Sajnos, ezt az eloszlast pontosanisraerjuk! J6 kozelitést kapunk, ha az
antennat szakadassal lezért kinyitott tApvonale&lkntjik, amelyen alléhulldamok alakulnak
ki, hiszen a vezetékvégeken az aram zérus. Feltzigh, hogy ezek az all6hullamok
ugyanolyan szinuszos eloszlasuak, mint a tavveertdB.9. abra). Ez a kozelités igen jo
példaul félhullam hosszusagu antennak esetébed. @oia).

2)

S =1

8.9. abra.Jo vezst, foldre helyezett antenna arameloszlasa

—_— > > —> > —>
Y
—
N
N

8.10. dbra.Kozépen taplalt szimmetrikus antenna arameloszéksareghatarozasa a
tavvezeték-analogiaval

Az arameloszlas

l,sinB(l -z), z> 0
1 (2) = , (8.63)~(8.64)
l,sinB(l +z), z< 0

vagy egyetlen 6sszefliggésben:

1 (z) = 1,sinB(l 42)), (8.65)
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ahol az antenna hoss2k Ezzel a szimmetrikus gerjesztést biztositottuk.
(8.65)-0t behelyettesitve (8.62)-hbe, helyére a szokasast irva, €és némi rendezés utan a
kovetked 6sszefliggéshez jutunk:

E, = 120”1 ae_J—Brsunﬂj sinf(1-2) co§ Sz cos) d. (8.66)

Az integrélas — ritka eset — zart alakban elvég#ézhe

e Dcos(,[:’l cos?) - cofl
sind '

E, = j60I, (8.67)

Ha | < 0,25\, az antenna rdvidebb, mint fél hullamhossz,l@Arammaximum nincs az
antennan. llyenkor a bemenK) arammal szamolhatunk, ahol

1(0)=1,sin3 . (8.68)
Ezzel

£, = j60 I.(O) da‘i/”’ Dcos(ﬁl ccl)§)— cofl |
singl r sing

(8.69)

(8.68), illetve (8.69) felhasznalasaval a szimrkesan taplalt egyenes antennak (a szaknyelv
ezeket is dip6lusnak nevezi) iranykarakterisztikéiatve sugarzasi ellendllasa és iranyhatasa
szamithato.

Az irdnykarakterisztika szamitdsahoz kimutathatdgyha & sugarzasi iranyl/A<0,625

eseténd, . =90, az antennara méeges. Eddig az antennahosszig tehat

-iBr
601,

E (1— cosdl), (8.70)

max| =
és igy az amplitado iranykarakterisztikaja:

_ cog/Acos?) - cog3
F9)= (1-cosA)sind (8.71)

A sugarzasi ellendllas és az iranyhatas altalakam fejezhet ki zart alakban, de numerikus
integraldssal meghatarozhaté. Az eredményeket atiagn abrazolva (8.11. abra) lathato,
hogy példaull/A =0,25 esetérRs = 73,2Q. Erre az antennahosszra az iranyh&tés 1,64
(2,15 dB).
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8.11. 4bra.A sugarzasi ellenéllas
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9. ELEKTROMAGNESES HULLAMOK TERJEDESE

Sikhullamok

Keresstuk aMaxwell-egyenletedegegyszdibb megoldasat homogém;otrop (az izotrop
tulajdonsag azt jelenti, hogy a kbzeg elektromagségsllemsi irdnyfiggetlenek) kdzegben,
toltések és aramok néelkdl.

A Maxwell-egyenletek a kévetkézalakot oltik:

O0E

rotH =¢—, I*
™ (1)
oH
rote = —-un—, I*
M (1)
divH =0, (1)
divE = 0. (IV*)

Képezzik (1) mindkét oldalanak rotaciojat
. 0
rot rote = grad diE - AE = —,ua rot

(IV*) és (I*) behelyettesitésével a

0°E

AE - g
H ot?

(9.1)

egyenletre jutunk.

Hasonlé gondolatmenettel kapjtkra

0°H
ot

AH - gu (9.2)

Az egyenletek homogén hullamegyenletek. Keressillegoldast olyan figgvénnyel, ahol az
x koordinatatengely irdnyaban terjed a hullam. Egé&$z iranyban nincsen valtozas. Ekkor
az egyenletek a kovetkélzlesznek

0 __ 0%E
=g '
o Har
i=x,y,z (9.3)
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O°H, _ 0N,
x> o> -

A (9.3) Osszefliggésben szekepdrbeli dimenzids hulldmegyenlet megoldaséat adaetékek
elméletélbl ismerjuk. Minden megoldas

5 X X
coft-Xo e 04
\Y; v
Hi
alaku, aholv =

Ve S

A megoldas csak az koordinatatél, a terjedés iranyatél fiigg. Az amaleges sikban a
térebsség értéke azonos. A hullamegyenlet megold&sehallam

Az elektromos és magneses térre vonatkozé egy&nletegoldasai nem fiiggetlenek
egymastol. Az eredeti Maxwell-egyenletékldonthet el, hogy mely megoldasok tartoznak
0ssze.

(Figyelem! Az egyenletek egys#sitésekor kénnyebben megoldhaté egyenleteket klaptun
de olyan informacié veszett el, amit csak az eredgyenletek felhasznalasaval tudunk
megszerezni!)

irjuk az I. Maxwell-egyenletet a kbvetkialakba:

i j k
rotH = 9 0 9 =56—E. (9.5)
ox 0y 01 ot
H, H, H,
0 _20
Esetliinkben— =— =0, mig (9.6)
dy 0z
9 _g19 0.7)
0X va

Ezt a (9.5) dsszefliggésbe helyettesitve:

1I6 '} 10 ]k
rotH ~-—— 0 =x——| 1 O ) 9.8
+v6 +v6tH H H (9-8)

H H H x 1y Tz
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A kifejezés jobb oldalan all6 determinansi &gységvektor éstd vektorialis szorzata

I TR =
+;%%[' H]=e22. 9.9

A derivalt mennyiségek egy dben allandé konstanstol eltekintve azonosak. Hulldm
jelenségnél az allando (sztatikus, stacionariugrigseégeknek nincs szerepe, tehat zérusnak
tekinthetjukoket.

Felhasznalva a sebesség kifejezését

i x H =$\/EE, (9.10)
U

illetve hasonl6 modon a Il. Maxwell-egyenlétb

ixE =+ gH. (9.11)

A felss elojel a pozitiv, az alsé &l a negativ iranyba terjéchullam esetén érvényes.

A (9.10) és (9.11) egyenleteldba homogén éxotrop (és veszteségmentes) kdzegben térjed

sikhullam kovetkez tulajdonsagai olvashatok ki:

a) az elektromos és magneses @3ség, valamint a terjedés irAnyaba mutaté vektor
kblcsondsen méteges egymasra €s ebben a sorrendBermH( i) jobbsodrasu rendszert
alkotnak;

b) az elektromos és magneses i&sség vektora abszollt értékének hanyadosa az egy
iranyban terjed hullam barmely pontjadban azonos

H:\/gzzo, (912)

ami a kézedhullamimpedanciaja

Vakuumban
zoz\ﬁzs,?m (01207Q). (9.13)
£

Az a) tulajdonsag jelentése, hogy a sikhulldranszverzalis hullamazaz a térésség
meleges a terjedés iranyara. Miutan ez mindkét &éssigre igaz, az elektromagneses
sikhullamot transzverzalis elektromos-magnesesihuibk nevezzik. Rovid jeldlése: TEM.
Tiszta szinuszos &beli lefolyds esetén ax tengely mentén halad6 hullam tésségei a
kovetke®d modon valtoznak

E= Eoeja{w:) , (9.14)
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X

H=H Oe"“(‘?v) . (9.15)

Ezek a hullamok a 9alés 9.b abran lathatok.

A hullamok képe pontosan megegyezik Maxwell 1878-beegjelent rivének,,A Treatise
on Electricity and Magnetism”(Ertekezés az elektromossagrol és magnesiyéggyik
abrajaval. Maxwell az 1865-ben irt tanulmanyabafejtdgtte, hogy a fény vélh&n
elektromagneses hullam, de a Treatise megjeledégeben ez az & sejtés bizonyossagga

valt szamaéra.

H / Xr

Z

9.1a abra. A villamos és a magneses téwseg térbeli eloszlasa sikhullamban, ha a hullam
jobbra halad

Z

9.1b 4bra. A villamos és a magneses tégseg térbeli eloszlasa sikhullamban, ha a hulldm
balra halad

Foglaljuk 6ssze a tulajdonsagokat, amelyek ezhalasztjak:

a) a terjedés sebessége szabad térben kileglinegegyezik &nysebességrtékeével,

b) a fény hullamjelenség, amit arerferenciaéselhajlasbizonyit;

c) a fény transzverzalis hullam, amipalarizacidjelensége bizonyit.

A TEM-hulldmok polarizacidjat az a sik jellemzi (pozéacié sikja), amelyet & vektor és a
terjedés iranya Kkijelolnek. Egy iranyba haladd, remo hullamhosszu sikhullamok
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szuperpozicidja is sikhullam. Két, egymasra dlegres sikban polarozott és egymashoz
képest fazisban eltolt azonos iranyban haladd szosi sikhullam erége olyan hullam,
amelyberk forog és hossza is valtozik: végpontja egy ekipgicsavarvonalat ir le (a&bra).

»

Vi
E.*

Eo

A

9.2a abra. Elliptikusan polarozott hullam

Ez a hullamforma aelliptikusan polarozothullam. Figyeljik meg: a TEM tulajdonsag most
sem Vvaltozik!

Specialis esetben a forgd elektromos vektor a ldbssem valtoztatja. Ekkor végpontja a
terjedés soran alland6 sugaru (cirkularis) csavaalat ir le. Ez acirkularisan (kordsen)
polarozotthullam esete (9t24abra).

Balra cirkularis E.=Ee, e/

'#31 =
g8 ﬂ} g X
| o E,=jEe,e™™"
Jobbra cirkularis
™ E.=Ee yeﬁw-m
A A A
ﬂ’i L}b E;-.lf}" .'ll \ o
} .f ".\F../'/'- a >
f ' i‘- 4_4-3*'} X
Ey=/Ee,e"

9.2b abra. A cirkularisan polarozott hullamok kilonb&#azisu, de azonos amplittdoja
linearisan polarozott hullamokbdl &inek 6sszes. Eréflik ismét linearisan polarozott
hullam
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Osszefoglalva: sik, elliptikus és cirkularis pataciot kilonboztetiink meg. A két utdbbi
eléallithatd sik polarizaciéju hullamok szuperpozial@nt. A sikban polarozott fényhullam
eléallitasa, illetve detektalasa jol ismert volt méatwell ebtt is.

Kételyt az ungynevezetWaxwell-6sszefliggéskozott. A (9.4) egyenlet térésmutatdja, a
gyakorlatban optikailag atlatszatlan ferromagnesssgok kivéetelével, =1 helyettesitéssel

n=s, . (9.16)

Maxwell idejében a kovetkézadatokat ismerték, példaul vizre:= 1,33, = 80. Az
ellentmondas okat ma mar tudjuk: azztatikus mérés eredményeként sziletett, ugyanakko
a permittivitds frekvenciafidgg Ma a (9.16) Maxwell-0sszefliggést a teljes spehkiran
meéréssel igazolni tudjuk.

A teljes spektrum” felveti a Maxwell-egyenletek vényességének hatérait. Ezeket a
hatarokat a novekvfrekvenciaknal a kvantumos hatasok megjelenésezakoA kvantum-
jelenségeket a Maxwell-egyenletek mar nem irjdkellgesen.

A sikhullamban terjetlenergia @oynting-vektoisegitségével kbnnyen szamithato. A kdlcsonos
memlegességll kovetkezik, hogy a vektor abszolit értéke a tégségvektorok abszolut
értékének szorzata, és iranya a terjedési irangker

el =3 [ B |- et 017

A magyarazat egyszer a fellletegységen déegység alatt athaladdé energia éppen az
egysegnyi fellildt, v hosszlusagu hasabban talalhato energia.

Sikhullam nem létezik. A (9.17) szerint a terjed@nyara mefleges végtelen kiterjediés
sikon végtelen lenne az ataramlo teljesitmény, farikailag lehetetlen. A sikhullammal
foglalkozunk két ok miatt. Agyakorlati ok kozelibleg létezhet, véges kiterjedésben. Az
antennak targyalasanal lattuk, hogy a tavoli tégponensek tulajdonsagai azonosak a
sikhullam terének tulajdonsagaival. Ezért kiulonosef sugarzasi irany kornyezetében,
véges fellleten, elegefidavolsagban a hullam kozelitbhesikhullammal. Ezért példaul az
adotol tavoli vételi tulajdonsagok szamitasanaubamokat (a veantenna kornyezetében)
sikhullamnak tekintjuk.

A pedagédgiai ok a sikhullam a legegysZdib, a Maxwell-egyenleteknek eleget dev
elektromagneses hullam. Ezért kilondsen alkalmadektromagneses hullamok tulajdonsa-
gainak bemutatasara. Maxwell mar 1865-ben leirteleidromagneses hullam tulajdonsagait,
hasz évvel ké&bb 1886-barHeinrich Hertzmesterségesendetudta allitani. Maxwell és az
elmélet hatterét képézmegfontolasok nem adtak Utmutatast a hullamokékéte. Hertz
felkészlltsége kellett az elmélet megértéséhez lyaare aramot és a toltést gy rendelte
felhasznalni, hogy a gerjesztélsfeszakadd” elektromagnes hullam megszilessen.

A lathato fény frekvenciajan a hullamok keltéseaolymikrofizikai folyamatok eredménye,
amelyekre denomenologikusa jelenségeket makroszkopikus szinten leir6 Maxelaiélet
nem adott kdzvetlen magyarazatot.
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A sikhullamok tavvezetékmodellje

Ha a (9.1) és (9.2) egyenletek levezetésénél alasitaram mellett @E vezetési aramot is
figyelembe vesszik, az egyenletek alakja kismée@kmodosul. Példaul az elektromos
térebsségre és csakiranyu terjedésre

O, 0E 0
ox? ot ot®

=0. (9.18)

Hasonlitsuk ezt 6ssze a veszteséges tavvezetéhtsegere felirt (7.13) egyenlettel

0%u
X2

2
~(CR+ GL)%— LC%J:O. (9.19)

Hasonl6 egyenleteknek tesz elebeési. Az egyenletektl a kovetked analogia olvashato ki
E - u, ,U—»L, é‘—»C, U—»G, R 0 éH - i (920)
Ez az analogia az alapegyenletekre is igaranyu terjedés esetéfrnek csaky iranyu, H-nak

csakz irAnyd komponense van. Az I. és Il. Maxwell-eggtrs az analdg tavirbegyenletek a
kovetkedk

o0E i
_aHZ =gE +&—2: —ﬂ:GU'*' Ca—u, (9.21)
ox Y ot X ot
o0E i
__y:luaHZ; —%:RH‘LQ.
0X ot o0x ot

V4

terjedési egyltthatd és a hullamimpedancia a dikimokra is definialhato:

y=1iau(o +ja), (9.22)

E+ .
oz = [ (9.23)
o+jwe

I
+

illetve veszteségmentes esetben

y=jw/ue, (9.24)

ZO = (925)

s

Az analogia akkor is alkalmazhatd, ha a kdzeg inbgén, de inhomogenitasa cseitdl
flgg. A kiUlénb6d tulajdonsdgu térrészeket elvalasztd fellleteknikpe meblegesek a
terjedés iranyara. Kovetkezésképpenés H parhuzamosak az elvalaszto sikkal. Ezért a
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tangencidlis komponensek folytonossdga és a taidlamedell folytonosségi feltételei
megfeleltethdik egymasnak (9.3. abra).

Ei
H@L E
H
AP i AR
E:

(2%

H:

I

E—

(@)

D]

Zo1 £l iU2 Z

02

9.3. abra.Merdleges beeségavvezeték modellje

U,,
.

E[l: E[2’ Ul
Htl:HtZ; Il

(9.26)
A bee$ hullam reflexidja az analog tavvezetékmodell @apg§onnyen szamithato.
A reflexios tényeé

_5 Loy =Ly

R . (9.27)
B ZutZy
A transzmisszios tényéz
=B 2Zp (9.28)
B ZptZy
A két mennyiség lathatban nem fliggetlen
t=1+r. (9.29)

© Hungarian edition Miszaki Kényvkiadé Kft., Budapest, 2008

Minden jog fenntartva. 1 9 8



A kifejezés fizikai tartalma éppen a tangencidbsnponensek folytonosséagat fejezi ki
E.=E +E. (9.30)

Merbleges beesés esetén a sikhullam viss#dese és behatolasa a tavvezetékmodell és az
impedancia alkalmazéasaval targyalhato.

Ferde beesés esetén a hulldm felbonthatd a hététfel meblegesen haladdé és azzal
parhuzamosan halad6 hullamra. A folytonossagi tidi& teljesitését is figyelembe véve a
kovetked Osszefuggésekre jutunk. A 9.4. abran tintetjukafdlees, visszavetdott és a
k6zegbe hatold hullamok terjedési iranyat, és admaneslegesselrf vektor) bezart szogeét.

(1
(2)

9.4. abra.Sikhullamok toréstorvényének levezetéséhez

A folytonossagi feltételek kielégitése megkovetiebgy a felulettel parhuzamosan haladé
komponens fazissebessége azonos legyen a két laizdginek kozvetlen kovetkezménye a
Descartes—Snell-féle térési torveny

AT (9.31)
sina, n

aholn; ésn, a kdzegek torésmutatdja.
A folytonossagi feltételek érvényesitésehez figydle kell venniink a hullam polarizaciéjat.
A polarizaciot a bebs hullam terjedési iranyanf) és a beesési nideges () altal meg-
hatarozott sikhoz viszonyitjuk. Ebben az értelemjoeeréleges” (9.5. abra) és ,parhuzamos”
(9.6. &bra) polarizacio van.
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Hb Hu -~

9.6. abra.A villamos téreésség a beesési sikban fekszik

Meréleges polarizaciénél az elektromos térre vonatkodonossagi feltétel

E,+E =E,. (9.32)
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Nem tul bonyolult szamitassal

2
cosal—\/gz/”ll—(/”llj sifa,
E _ afy \ 1y

E, 2 '
cosa, + %—(Mj sirfa,
EMy M

(9.33)

Parhuzamos polarizacional a folytonossagi fel@taingencialis komponensre
(E, + E,)cosa, = E,, cos,. (9.34)

Ebhdl

2
cosa, —\/‘gl’u2 _(‘91) sifa,
5 — 52/'11 52

= :
" cosa, +\/%—(Elj sifa,

(9.35)

52/'11 52
(9.33)—-(9.35) aFresnel-képletek a visszaverdott hulldm térefsségét megadd Ossze-
fluggések.

Erdekes eset, ha a Fresnel-képletben a szamlétdkellyenkor a visszavert hullam

amplitadéja zérus, nincs visszabdés.

Fizikailag a y, = 4, = 4, esetben ez csak parhuzamos polarizacioju beedé&ssetkezhet

be.
Ekkor

(9.36)

Az igy definidlt szogeBrewster-szoneknevezzuk.
Kulonleges eset allhat &lhan, < n;, azaz &, <g,, €s a beesési szog nagyobb, mint a
kovetked egyenlet altal definialt hatarszog:

sina, > sina,, = \/% :%. (9.37)
1

A (9.31) egyenlettl kdvetkezik, hogy

sina, = sinall S Te L Y (9.38)
n nn
Ez az dsszefliggés valas szoggel nem elégithieki. A (9.38)-bdl
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cosa, =,/1-sin’a, :\/1—sin2 al(%j = —j%\/‘s1 sin“a, -¢,. (9.39)
2 2

A megtort hulldmot

E =E g« (9.40)

m m0

alakban keressuk, ahol, a megtért hullam terjedési iranyaba mutaté egysiégv, r a
helyvektor a beesési sikban.

- N

/&

/

A\

/ X oy X
ar>on | *
E K &,8in a,-6,2
"’ae — \ & y=Es
V&

z z
A v
a) b)

9.7. abra.Teljes visszavéidés
a) Az By amplitudo a 2. kbzegben exponencialisatingkt, z iranyban nincs hullamterjedés
b) A sugarak Utjanak abrazolasa
Figyelembe véve, hogy a 9.7. abra koordinata-rearésen

Bn,r = B,(xsina, + zcosa,), (9.41)

az elektromos térésség a kdvetkézalakba irhato:

_ —j,l?z[xsina2 —#-qslsinzal—g2 Ij] ‘ . —ﬁxlslsinzal—gz z
E_=E_¢&“ Ve = g, ella-posinaz)g e . (9.42)

A ,megtort” hullam azonos fazisu és azonos ampéjidsikjai nem esnek egybe. Utdbbiak
parhuzamosak a hatarolé sikkal. A hatarolé sikradleges iranyban nincs terjedés a
kézegben, az amplitidé exponencialisanirek. Az ilyen tipust hullamotinhomogén
sikhullamnak nevezzik.

A jelenséget #eljes visszavedés(totalreflexid). Erdekes eredményiink, hogy a hultéfjes
visszaveddéseneél is behatol a ritkdbb kozegbe, csak a fellilgavolabb gyakorlatilag
megs#nik.
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A sikhullamok veze® kozegben

A véges vezéképessély kozegben a hullamegyenlet tartalmazni fogja a tessget
reprezentald,0 vezebképességgel felirt tagot. A tavvezetékmodell alapg terjedési
egyutthato és a kézeg hullamimpedancigja

y=ijuulo+jae)=a+ S, (9.43)
_ | Jau

Z, = ) 9.44
Sl (9.44)

A hullam amplitiddja a terjedés irdnyaban expordiszin csillapodik. Pozitiv iranyban
terjeds hullamra:

E(xt) = E,g™d“ ™, (9.45)

ahol (9.43) alapjan

_|ue o’ | HE o’
a=w|Fe| 1+ ~1l:B=w EE| 1+ +1]. 9.46

A o/ax viszonyt6l fiigg, hogy a kdzeg mennyire tekintheezetnek. Ez a vezetési aram-

siriség és az eltolasi aratimgéség hanyadosa. A frekvencia ndvekedésével a kozegek
viselkedése egyre inkabb szigét@llegi. Igen nagy frekvencidn a hullamparaméterek a kis
veszteséfjtavvezeték tulajdonsagaval rendelkeznek:

azzwfﬁ, [n’:a)\/g,u{Hl[ij } (9.47)
2\V¢ 8\ e
z, = /ﬂ(1+ jij. (9.48)
£ 2w

A fazissebesség

_w_ 1| oY
Y _[9’ @{1 8(@9)} (9.49)

mindig kisebb a veszteségmentes kdzegben mértnél.
Fémek esetéber>> we. Ekkor j6 kdzelitéssel

a=p=,|—==, (9.50)
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ahol J a behatolasi mélység. A téeségek amplitiddja exponencidlisan csokkendés
tavolsagban a fellleten mértésze.

E=Ee Slal), (9.51)

A fazissebesseg;, = dw altalaban joval kisebb a fénysebességnél.
A hullamhossz

A=218 . (9.52)

Ez azt jelenti, hogy egy hullamhossznyi tavolsaglarieliletél a hullam amplitiddja
€?" = 0,00z-ed részére csokken, gyakorlatilagiglk.
A hullamimpedancia:

_ i 14 e _1+]
zZ = (3= =1/ =71 9.53
0 o J2\Vo oo (9-53)

A jol vezeth anyagok, fémek azon tulajdonsagat, hogy bennikleizromagneses hullam
intenzitdsa igen gyorsan csokken, felhaszndljukyékolasra. Az arnyékolas egy térrész
elszigetelése az elektromagneses hatasoktdl. Elehelkséges megoldasa az arnyékolando
térfogat korulvéetele jol vezét féemlemezzel. Az arnyékolas hatasfokat sikhullam
csillapitdsaval modellezzik (9.8. abra).

£1hu1 ez!)u2r6 £3s,p3
Z, Z Zy
’}J
liz I3
x— —>
Z z
ZQr :’J
d

9.8. abra.Arnyékolasos tavvezeték modellje
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A tavvezetékmodell segitségéveal mastagsagu réteg efettanszmisszios tényée

T= i = t12t23e_yd
Ebe

W' (9.54)
ahol
_ 27,
t12_22+21’
27,
23_ZS+ZZ’
r zzl_ZZ
21 Z1+Zz,
r zzs_zz
23 Z3+Zz.

Az arnyékolas hatasossagat abszolut

reciprokanak logaritmikus egységben ddfeit
szamértéke adja

n= 20|gﬁ dB. (9.55)
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10. CDTAPVONALAK, UREGREZONATOROK

A nagyfrekvencias energia atvitele szabadon térjetektromagneses hullammal nagy
teljesitmények esetén akar rovid tavolsagra iszrémgasfokl. A terjgil energiat szivesen
.bezarnank.”

Erre szolgal &sstapvonal A csitapvonal igen j6 (elvben végtelen nagy) véképesséq
anyagbol készilt, zart egyenes henger. A korilfogétrészben a 6skeresztmetszete
alakjatol és méretét fuggéen nagyfrekvencias elektroméagneses hulldamok tezjeek a
tengely irAnyaba.

Véalasszuk a henger tengelyével parhuzamosakoardinatat, amely a longitudinalis irany
(10.1. 4bra). Az erre méegesx-y sik a transzverzalis sik.

10.1. abra.Csstapvonal

A cs belsejében az elektromagneses tér forrasmentés. &yektorpotencialra vonatkozo
tér vdkuumban

0°A
~=0. 10.1
pYe (10.1)

AA - &, 14,
Homogén kitoltés esetén agu,-t &u-vel helyettesithetjuk.

p =0kovetkeztében @ = @alasztas megengedett, a skalar potenciaigltEz a (8.13)
0sszefliggés lehetséges megoldasa. A (8.6) Loréerefesl kovetkezik, hogy

divA = 0. (10.2)

igy A fuggetlen vektorkomponenseinek szama dettcsokkent, a harmadik egy konstans
erejéig (10.2)-bl kifejezhet. Altalanos felismerésre jutottunk: forrasmentekebmagneses
tér két alkalmasan valasztott skalar fliggvény ségével d@allithato.

A térességek (8.1) és (8.3) felhasznéalasaval
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0A

E=——, 10.3
m (10.3)
1
=~ rotA (10.4)
Ho

alakban szamithatok.

Tiszta szinuszos d&diggés (%-»jwjesetén (10.3) és (10.4) alakja a komplex
amplitidokra
E=-jwA, (10.5)

H :irotA : (10.6)

Ho
A vektorpotencial komplex amplitiddja a
AA +KZA =0 (10.7)

vektordlis Helmholtz-egyenletnek tesz eleget, &alszabadtéri hullamszam

Ko = /&4y =%. (10.8)

Ezt a mennyiséget jeldltik eddkgval.
A csStapvonalban a logitudinala iranyban halad6 hullam alaki megoldasokat keressiik
Ezek alakja:

A=A (xy)e“”, (10.9)
ahol
y=a+iB. (10.10)

A tovabbiakbamA mindig a transzverzalis koordinataktol fisgggmplitudot jeldli. A vektor-
potencial (és igy a térkomponenselsgerinti derivaltjara

i:—y 6_2:y2 (10.11a, b)
0z ' 07 ' o

Bontsuk fel a Laplace-operatort transzverzalis|aggyitudindlis koordinataktdl flidy
operatorra a (10.11) dsszefliggés figyelembevételéve

2
A:At+%=At+y2, (10.12)
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ahol A, =div, grad
A (10.7) egyenlet ezzel a jeldléssel

AA+(K +y?)A =0 (10.13)
alakba irhato, azaz

AA+K°A =0 (10.14)
alaku transzverzalis sikbeli Helmholtz-egyenlettettunk, ahol

k? =kZ+y? (10.15)

A vektorpotencidlt két részre bontjuk oly médoaghA transzverzalis komponenseyay
sikban rotaciomentes, illetve divergenciamentegdegEblél a két vektorbdl a transzverzalis
komponens aHelmholiz-tetelértelmében mindig ééllithatd. A transzverzélis komponens
ismeretében a longitudinalis komponens (10.2) ségével egy allandé erejéigéllithato.

1. A transzverzalis komponensaaciomentesEbben az esetben

0A
v _9A, =0. (10.16)
0x oy

(10.16) egyenértékallitds a rotacio longitudinalis komponensénekreisével

(rotA) =0, (10.17)

azaz (10.6) alapjam, =0, a magneses tér longitudinalis komponense zéréds. $26val a

magneses térnek csak transzverzalis komponenseegérttranszverzalis magnes¢¥M)
tipusu térnek nevezzik.

A (10.16) osszefiiggés alapjan létezik olyan, astraerzalis sikban értelmezett skalaris
fuggveény, amellyel

_ Y 9¢.. _ ¥y 9.
&—jw%, A ijaaT' (10.18&, b)

ahol aze indexet a TM hullamok megkulonbdztetésére haszkalj

A vektorpotencidl transzverzialis komponense
A, =Y gradg,. (10.19)
jw

A y/jw szorz6t a kasbbi formulak egyszéralakja indokolja.

A (10.2) feltételsl
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A O LOA o (10.20)
ox o0y o0z

ahonnan diy gracE A, ésaa— =-yA, felhasznalasaval
z

A =J%At¢e- (10.21)

A ¢, figgvény (10.14) alapjan eleget tesz a sikbeliteltz-egyenletnek
NG, +K2p.=0. (10.22)
Ennek belatasara (10.19Hhelyettesitiink (10.14)-be.

A gradg, +k® gragp, = (

A vektor Laplace-kifejezésre
A, =grad diy - rot rof

behelyettesitéseével
grad diy grags, - rot rat gragh, +K* gragl, =

A bal oldal masodik tagja azonosan zérus (rot grdd). Az el$ és a harmadik tag dssze-
vonasaval

grad (B¢, +k’°4,) = G,

ahonnan a zéarojelben allo kifejezés konstans. Astenst tetslegesen valasztvA; értéke
ugyanaz lesz. Valasszuk a legegyshbrmegoldast, a (10.22) 6sszefliggést.

A differencidlegyenlet megoldasahoz ismerniink kelperemfeltételeket. Mivel (10.5)
értelméberE ésA aranyosak, (10.21) és (10.22) alapigraranyosg,-vel, a transzverzalis

keresztmetszet kontarjan (a8dalan) a
$.=0 (10.23)

feltételnek kell teljesiinie. Ekkor (10.19) érteloed A; és igyE; is mebleges a konturra,
azaz a ds falara. Az elektromos térre vonatkozé peremfdipétaehat (10.23) fennallasa
esetén teljestiinek. A magneses térnek csak tramaisekomponense van, amelyet a (10.6)-bdl,
(10.21) és (10.22) felhasznalasaval
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1 1 1
H = t =" rot|| ——K? 10.24
= rotAe) ﬂoroK jwkemjez} (10.24)

Osszefliggésth kapunk arot(uv) =urotv +graduxv azonossag felhasznalasaval

2
H, =e,x j k. gradg.. (10.25)

0

Az eldzéekben belattuk, hoggradg, meleges a konturrai; tehat parhuzamos a konturral.
Valamennyi peremfeltétel teljesul.
Nagyon fontos részhez érkeztiink. A (10.22) egyeml€10.23) peremfeltétellel csak

meghatarozott értékei mellett oldhatd meg. Ezekédekek asajatértékek Az egyenlet
augynevezett sajatérték-feladatra vezet. A sajdtiée® tartoz0 megoldasfiggvények a
sajatfliggvények Az adott feladatnak megszamlalhatéan végtelen, so&noton sorba
rendezhet pozitiv sajatértéke van.

A sajatértékhez tartoz6 sajatfliggvenyékbzarmaztatott terek emodusok Esetilkben TM
modusokrol van sz6. (Miutan az elektromos tér lamtinalis komponense aranyas-vel,

amely®l az egész tér szarmaztathat6, régebben ezeketlasoiat E tipusi mddusoknak is
neveztek.)

2. Az A transzverzélis komponeds/ergenciamentesnas szoval

ai+ai: : (10.26)
ox oy

Ekkor (10.2) és (10.H) értelmében

Z = _yA =0, (10.27)

E =E, =0 (10.28)

Ezt a teretranszverzalis elektromd3E) tipusu térnek nevezzik.
Konnyi belatni, hogy létezik olyag,, (x,y) figgvény, amelyre

09 ¢
= = =- m 10.2%, b
A = oy A = ™ ( )
azaz
A, (x.y) = -te, xgradg,,, (10.30)

ahol azmindex a TE térre utal, és ezzel a valasztassa2§) s teljesul.
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A keresett skalar figgvény most is eleget tesz a
A, +K2@. =0. (10.31)
egyenletnek.

Mivel (10.28)-nak megfeléen csak a transzverzalis elektromos tér létezieaigA:-vel
aranyos, a peremen a tér tangencialis komponefsg0jlalapjan akkofihik el, ha ott

% =0. (10.32)
on

(10.30) alapjan (itt nem részletezett szamitassdthato, hogy

H, =-ygradg,, (10.33)
azaz (10.32) teljesitése esetén a perdrheak csak tangenciélis komponense lehet, beleértve
a longitudinalis komponenst is.

A longitudinalis komponens a div = 0 feltételll szamithaté a (10.33) és a (10.31)
egyenletek felhasznalasaval

H =H,=kig,. (10.34)

A longitudinalis komponeng,, -mel aranyos, ezért ezt a teret H térnek nevezik.
Erdekes elfajuld eset, ha a sajatérték zérus.geBtétel értelmében

J[#ng+(gradg)’ | on=p gL a. (10.35)
ami zeérus sajatérték esetAnp = hélyettesitéssel
[(gradg)” = f)¢% d (10.36)

alakra egyszésodik.

Konnyen belathatd, hogy egyszeresen dsszéftmgomanyban a (10.23) vagy a (10.32)
homogén peremfeltételek esetén csak

(gradg)’ = 0 (10.37)

lehet az egész tartomanyban. Ez TM hullamnakE me@oldasra, TE hullamnal
@ = konstansnegoldasra vezet. Terjgdhullam egyik esetben sem létezik.
Tobbszorosen 0Osszefifggartomanyban, TE modusok eset@n érteke a kuldnbdz

konturokon elt& lehet. (10.34) értelmében a zérus sajatértek kégzetben a magneses
térnek nem lesz longitudinalis komponense. Ezétt aezeret transzverzalis elektromos-
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méagneses (TEM) térnek nevezzik. llyen tér alakukigbéldaul koaxialis kabelben vagy
mikroszalagvonalon.

A fentiek szemléletesen elektrosztatikai analdgliégy magyarazhatok. Ag = 0 egyenlet
elektrosztatikai potencialra érvényes. A peremfelek ilyenkor azt jelentik, hogy egy zart,
egyszeresen Osszefligtprrész fellletén az elektrosztatikus térre vommikperemfeltételek:
elsy esetben 0 potencial, masodik esetben pedig O tisriményu térkomponens. Az éls
esetben az elektrosztatikus tér potencialfiggvéams@nosan zérus a térrész belsejében, a
masodik esetben pedig az egész térrészben konstapstencial. Kétszeresen vagy
tobbszorbsen osszefiftprrész esetén az elektrodak potencialjadledvet, ilyenkor létezik
0-tol kuldonb6d megoldas. Mindelid kovetkezik, hogy t6bbszorbésen 0Osszefiigg
keresztmetszétcHtapvonalban terjgd TEM modus elektromos tere minden keresztmetszet-
ben olyan, mint egy kétdimenzios, elektrosztatikés Ennek megfeléen a feszlltség
minden keresztmetszetben definialhato.

Hasonlbéan a magneses tér minden keresztmetszetbdimenzios, stacionarius magneses
térnek megfelél struktaraju. Ez onnan latszik, hogy az aramtol teenérben a teret skalar
potencialbdl allitjuk &. Ezért a gerjesztési torvény alkalmazhato, észatekekben folyo
aram meghatarozhaté.

Ezért a tavvezetékek alapmodusaként térjddEM hullam leirasara a sztatikus és
stacionarius tél szarmaztatott tavvezetékmodell korrekt eredméngzet. Erre rovidesen
meég visszatérink.

Fazissebesség, diszperzid, hatarfrekvencia
Valamennyi médus terjedési egyltthatdjat a (10dESyefuiggésiy hatarozhatjuk meg

V=K -k, (10.38)

ahonnan

V=,/k§,m-%- (10.39)

Az e, mindexek jelzik, hogy mindkét modusfajtara érvéngesszefliggés.
A fenti kifejezésben szembeétlhogy csak meghatarozott frekvencianal nagyobtvéecian
létezik terjed hullam. Ez a frekvencialzatarfrekvenciglevagasi frekvencia)

clk,
= , f o =—2m, 10.4
041 CI:Ike,m’ h 277_ (0 O)

A hatarfrekvencia tehat a sajatérték fliggvénye.elettf a frekvencia felett a terjedési
egyutthato tiszta képzetes

. . |af
y=iB=]j ?—kj,m. (10.41)

A fazisténye#d
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ﬂ:g; w> ), =K, ¢ (10.42)

Egyszeresen 0OsszefifgdkeresztmetszétcHtapvonalban a legkisebb hatarfrekvencia és a
kovetked hatarfrekvencia kozotti frekvenciasavban csak tgyanddus terjed, ez az adott
keresztmetszét cHtapvonal alapmodusa Bizonyithatd, hogy a legkisebb sajatérték, igy a
legkisebb hatéarfrekvencia is TE mddushoz tartoedert az alapmodus mindig TE médus.
Tobbszorosen Osszefiliyg keresztmetszét csitapvonalban terjgd TEM  modus
hatarfrekvenciaja zérus, tehat az alapmodus TEMusi6¢Ez nem mond ellent azéeb
allitasnak, hiszen a TEM modus elfajul6 TE moédusygen cstapvonalon tetseges
frekvenciaju hullam terjedhet.

A fazistényed frekvenciafliggése hatarozza meg a kulogb&zkvenciaja hullamok
terjedési sebességétiaaissebességet

c

g

w

v, (10.43)

A fazissebesség fiigg a frekvenciatol. Ez a jelerssépzperzid a kulénbos frekvenciaju
hullamok ,elszaladnak” egymastdl, a sok frekvencj@j terjedés kézben eltorzul.

A fazisténye# frekvenciafliggését leir6 (10.41) egyenlet, illefalanosabban a terjedési
egyutthato frekvenciafliggéseét leirdé (10.39) egyealdiszperzios egyenl€il0.2. abra). Az
abrabdl is lathatd, hogy az ésw, hatarfrekvenciak kdzott csak az alapmaddus terjed.

D LU1 LIJ;E LU:} L'J.| LU5 w

10.2. abra.A fazistényed kilonbdz mddusokra. A jeldlt tartomanybam. levagasi
tartoméany a frekvencia fliggése. A nyillal csak lapmddus terjed

A (10.43) Osszefliggés szerint a fazissebességemimém elfajulé (TEM) modusra
nagyobb, mint a fénysebesség. Ez nem ellentétge@atis relativitaselmélettel. A fizikai
tartalmat leird csoportsebességnek azonban neradsteblimulnia a fénysebességet. (Ez az allitas

© Hungarian edition Miszaki Kényvkiadé Kft., Budapest, 2008

Minden jog fenntartva. 2 1 3



veszteségmentes terjedésre igaz és altalabaniteljesveszteségterjedésre is.) A csoport-
sebességre égpvonalak esetén a

v, =(%j_ =c 1—(%j (10.44)

ow w
0sszefliggést kapjuk. Ez megfelel a fenti feltételi@s5tapvonalmddusokra
v, Ly, = ¢, (10.45)

Ez az Osszefiiggés nem altalanos. Mas diszperzianmira a csoport- és fazissebesség
szorzata eltérlehet.

A fazissebesseg ismereteében kifejezhetjukébers mérhet hullamhosszat is. EZA  -vel
jeloljuk, ag index a ,guided” (= vezetett) hullamformara utal.

A= (10.46)

ahol A a szabadtéri hullamhossz

27T

S

(10.47)

a hatarhullamhossz a hatarfrekvenciahoz tartozo szabadtéri hullasthosgiatarhullam-
hossznalnagyobbszabadtéri hullamhossz esetén nincsen terjedészE&fpben: a hulldm
nem fér be a cbe!

A hatarfrekvencidnal kisebb frekvencian, illetvatdrhulldmhossznél nagyobb hullam-
hosszon a terjedési egyutthato tiszta valos.

2 2
y=a-= ke,m 1—{%} = ke, 1- (%j (10.48)

Valamennyi térkomponens komplex amplitiddge” e alakban valtozik. Nincsen tehét
terjedés, hanem stacionarius allapotban @&apsonal mentén exponencialisan csokken
amplitidéja szinuszos rezgés alakul ki (nem térjedusok, levagasi moédusok).

A modusfiiggvények

Legyen ¢,.9.,,...9.,... llletve @ _.@. ,...0 ... & (10.22) egyenlet (10.23) peremfeltételt
kielégi®b, illetve a (10.31) egyenlet (10.32) peremfeltét@tegitt megoldasa. Definidljuk a

e, =gradg,, (10.49)
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h, =kxe,, (10.50)
emi :_kxgraq¢mi =_kthi’ (1051)
hmi = graq¢mi = k ><emi (1052)

modusfliggvenyeket. Ik aziranyu egységvektor.
Ekkor a TM modusok térkomponenseinek komplex atingdiii az ebz6ek alapjai.

Eii = /Co€, (10.53)
E.=CKd.e", (10.54)
H. =-Cqjweh €7, (10.55)
He =0 (10.56)

alakba irhatok.
Mig ugyanezek TE mdédusokra

En=—jauC. e.€”, (10.57)
Em =0, (10.58)
How =~ VCrfm€ ™, (10.59)
Him = Coikn@m€ (10.60)

A modusfliggvényekit bizonyithatd, hogy ortogonalisak. Példaul

[e.e;dA=0, hai# ] (10.61)
A

és hasonldé osszeflggés igaz barmely médusparrathBed az is, hogy teljes rendszert
alkotnak a transzverzdlis sikban. Mas szoOval tetszérinti tér, amelynek a transzverzalis
sikon athalado teljesitménye véges, sorbaféjthehddusfiggvények szerint.

A mddusfliggvények az alabbi médon normalhatok

[le.| da=[|e,|" dA=[| hy|" dA= [| h,|* da= 1. (10.62)
A A A A

Az igy normalt fuggvényekkel &llithatjuk a transzverzalis teret able, Upmi
modusfesziiltségek &g, |mi médusdramok segitségével

E, =Y Useq+ D U en, (10.63)
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Ht:ZIeihei+Zlmhmi' (1063))

A fenti egyenleteket 0sszevetve a (10.53)—(10.6mponens egyenletekkel, a kbvetkez
0sszefluggésekre jutunk

U, =-yC.e", (10.64)
|, =—jwe,C 87, (10.65)
U, =-jaul, e, (10.66)
| = —C_e". (10.67)

Az osszefliggések a kdvetkezgyenleteknek tesznek eleget

2

Ve 7 (10.68)
0z  |we,

O eU (10.69)
dz J 0~ ei? -
U

~_Zmi - | 10.70

62 JWO mi ( )

O vV u,.. (10.71)

0z  ja,

Ezek az egyenletek taviréegyenletek, amelyekbeor@s smpedanciak, illetve parhuzamos
admittancidk a kovetkék:

7 = Vo (10.72)
[2

Y, = jwE,, (10.73)

Zy = Jadty, (10.74)

y =t (10.75)
jet,

(10.38)-bal tudjuk, hogy
yrzn,n = kﬁmn_ wzgo,uo- (10.76)
Ezt a fenti egyenletekbe helyettesitve
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Z. = jopty +—— (10.77)

. £
JCUF
Y, = jag,, (10.70)
Z. = jay, (10.7&)
Y, = jwE,+ . (10.78)
Jwﬁ
TEM moédusra
k=0. (10.79)
Ezért
Z, = jors, (10.81)
Y, = je,. (10.8M)

A TEM modus terjedési tulajdonsagai tehat a szabé&d terjedési tulajdonsagaival
megegyeznek.
Az 0Osszefuggések homogén dielektrikumbay — 1, &, - £ helyettesitéssel minden

tovabbi nélkul érvényesek.

Ezzel az anal6giaval minden modus tavvezetékkigetiesithet, amelyek struktlraja a
10.3. abran lathato.

y y bk
T = TO0 SRS | A

ol — i — k—u,_, o
mi

TEM TE ™

10.3. abra.Az egyes moédusok helyettesthvvezetékei

A helyettesit kép a kovetker mutatja: valamennyi médus egymastél fiiggetlen,
csatolatlan tavvezetéken toréérterjedéssel irhaté le. A hatarfrekvencia a hebgdit
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képekben |é¥ rezgkdrdk rezonanciajaval magyarazhatd. A transzveszédrben tarolt
energiat azeg, u reaktanciak reprezentaljak, a longitudinalis térliérolt energiat &mn
sajatértékeket tartalmazo reaktanciak.

A tavvezeték-analdgia a dielektrikum és a fal veszgének leirasara ellenallasokkal
kiegészithet. Ekkor a mdédusok mar nem csatolatlanok. Hasonlésatolast okoznak a
cstapvonal keresztmetszetének alakvaltozasai, azdiszkontinuitasok Ezeket mar nem
targyaljuk. Ugyancsak tulmutat targyalasunk keret@dtapvonal terének gerjesztése.

A csétapvonalban halado teljesitmény

A tér longitudinalis komponensei a Poynting-veki@nszverzalis, a égpvonal tengelyére
merbleges komponensét hatarozzak meg. Ez a komponfatekakdz6tt ide-oda reflektalddo,
a teljesitmény szallitAsa szempontjabdl ndeeltergiat reprezental.

A csbtapvonalak csatolatlansaga (azaz a médusfliggvémgaonalitasa) rendkivil egysiteé
teszi a cétapvonalon haladd hatasos teljesitmény szamitddéel a Poynting-vektor
hossziranyu (longitudinalis) komponensét a transAles térkomponensek hatarozzak meg,
egyedul ezeket kell figyelembe venni a teljesitmé&znamitdsanal. A modusfliggveények
ortonormaltsagat figyelembe véve, a hatasos tatjésiy

P=3 0 xH)=5 3 00.I0)+ 53 0UaIR)= ;200 @08y

A jobb oldali utolsé kifejezésben mar nem kulonledjiik meg a mas-mas tipusd modusok
modusfesziiltségét és -aramat. Ez az eredményeteljpegegyezik a halozatelméldthol
ismerttel. Egyebek kdzo6tt ez indokolja a (10.649-6X) definiciok célszéségét.

Csohullamok téglalap keresztmetszdt csdvekben

Teglalap keresztmetszetss esetén ag = ¢, fuggvényre vonatkoz6 (10.22) és (10.31)
egyenlet kozos alakja

0’ 0%,
+k’¢=0. 10.82
FYArY: = (10.82)

Ezt az egyenletet a valtozdk szétvalasztasavaliloldjeg. Tételezzik fel, hogy a megoldas
kereshet

d(xy)=X(X Yy (10.83)
alakban. Ezt (10.82)-be helyettesitve és rendezve

1 2x 1 &Y
= F— +k?=0. 10.84
X “ae v ay (10.84)

A bal oldal el$ tagja csak«t6l fligg, a masodik tagja csaktol ésk® konstans. Ez csak Ugy
lehetséges, ha az &lkét tag kulon-kulon allandé
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2 2
IfdX e 1Y e (10.8%, b)
X dx Y dy Y

ahol
kx2 + ky2 = K2, (10.86)

TM modusra ag, = @eremfeltételeknél eleget temegoldas

@, =C sink xsirk, y. (10.87)
. 09 .
TE moddusra aa—m =0 peremfeltételt a
n
¢, = Ccosk, xcosk y (10.88)

megoldassal tudjuk kielégiteni.

-
Il
o

TN

y=b
y

A

10.4. &bra.Koordinata-rendszer a négyszog keresztmdidndtamvezei terének leirasdhoz

Az 10.4. dbra koordinata-rendszerében a TM médkeokponensei
E, = C K’sink xsink, y, H= |

E, =-Cycok xsirk,y, H=Cek sikx cds) (10.89)
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=-Cyksink xcosk y, H=- Cdue k cok xsirk .
A TE hulldamok komponensei
E, =0, H, = Ck’cosk, xcosk, ),
E, = Clouk cok, xsirk y, H = @ k sirk xcog (10.90)
E, =—Cjasink xcok; y, H= Gk cdsx sig.

Hatarfeltételek

E, =0, E,=Q ha= 0, x=
(10.91)
E,=0, E=0Q hg= 0, y=
Ez a komponensekben
sink,a= 0, Sik, b= (10.94, b)
teljestilését kivanja, aminek feltétele, hogy
mr 074
k =—, =— 1093, b
* a 5 b ( )

legyen. A mennyiségek (10.87) és (10.88) dsszekigyeghatarozhatok.

(10.86) alapjan

m? n?
k2= 2(?4'?), (1094)
ahonnan
T m2 n
T e (10.95)
2
po=_NEH (10.96)
m? 7
PO

A modusok két egész szammal jellemeéketTMn, és TR, kétméreli sokasagot
alkotnak. TM hullamoknal egyik modusindex sem lehétus, mig TE-nél az egyik igen.
Ezért az alapmédus a TENOdus (10.5. dbra), amelynek hatarfrekvenciaja
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&, (10.97)
a

A =2a/& 4, . (10.98)
X - i
x| " o : : . z i) Wil
AXAAMAA A _A e b A AR A A A AAAMSA A
* . *[e]®e X X B o||||® *
| "o “
1 TE, 2
3
:
- |
bl | X
//1 X

3

10.5. &bra.A leggyakoribb hasznalt ébullam etvonalképe. A perspektivikus abran lathaté
nyilak azt az iranyt jel6lik, amerre az egye$venalképek rajzolasanal néztik. A folytonos
vonalak a villamos, a szaggatott vonalak a magnesessséget jelentik

A fallal parhuzamos magneses tésmeg-komponens hatasara a falban aram folyik. Ennek
aramvonalai Tl modusnal a 10.6. abran lathatok.

ZZ

= TE:,

10.6. abra.A cs5 falaban folyé aramok a leggyakoribb hullamformaaszaggatott vonalak
a falon vagott réseket jelzik. Ha a rés parhuzamzodramériiség vektoraval, a rés befolyasa
elhanyagolhato

Néhany masféle mdédus keresztmetszétr@analképe lathato a 10.7. abran.
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10.7. abra.Mbdusok keresztmetszeticeonalképei

Nyitott hullamvezeték

Kiemelked jelentisége van a szigetdlenger mentén terjéchullamnak. llyen struktarak az
optikai szalak.

A targyalast egyszésitendd a hullamterjedést dielektromos réteg mentén vipgga
Ebben az esetben is azt varjuk a hullamvi@ékthogy longitudindlis iranyba csillapitatlan
hullam terjedjen, mikdzben a transzverzalis sikbialado teljesitmény veges.

Helyezkedjen el a dielektromos bevonat idedligelég sik fellleten a 10.8. abra szerinti
maodon.

‘lX

|‘
-

10.8. abra.Fellleti hullamvez&t
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A magaban all6 réteg ennek az elrendezésnek azigevel targyalhatd. Mi TM hulldm-

format kerestink. Kimutathatd, hogy TE és TM hullé(nneakai =0 esetén léteznek. Ekkor
y

H, = 0. A c$tadpvonalhoz hasonléan & longitudindlis E; komponensét hatarozzuk meg
elészor. (Emlekezzink visszg, = E,). Ekkor

E, =~ graqE,, (10.99)
H, =1%e xE.. (10.100)
y

A szamitas annyiban tér el a homogén kitdltésstapvonal szamitasatol, hogy a ket,
kilonboz permittivitasu térrészben a tér mas-mas Helmregtzenletet elégit ki (és a perem-,
illetve folytonossagi feltételeket).

AE,+K*E, =0, (10.101)
ahol
k> =aleu+y’=¢ ki+y°. (10.102)
Ekkor
0°E, .- _
PV +kiE, =0 < x<t, (10.10%)
9°E 2
> z ~h?E, =0 t< X, (10.10%®)
X

mivel ax - oo esetén eliné megoldast keresunk.
x = 0 esetén a fémen a tangencialis komponetisikeltezérte, = 0.

A peremfeltételeket kielé@itmegoldasok:

Asink, x Ok x<t
=4 (10.104)
Be™ t<x
x =t-nél E; ésH; tangenciélis komponensek folytonosak, tehat
y azonos a két térrészben
V' =ki-gki=-h*-kK=(a+jB)’ (10.105)

ahonnan
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k2 +h? = (e, 1) K.

E, folytonossagatol
Asink,t= Be".

Hy folytonossagabol

_1 Be—ht .
h

Kq
A két ebzé egyenletBl

ght=kttgk,t.

(10.106)

(10.107)

(10.108)

(10.109)

(10.106) és (10.109) szimultan megoldasa valdsl a kivant feltételeknek megfeieteret

biztosit.
Az egyenletrendszer megoldasat grafikusan szernfiétjgk

az 10.9. 4bra szerinti mdédon.

wW,>W,

k.t

~— Nincs fizikai értelme

10.9. abra.A kgt tg kit gorbék metszése korokkel

Ezek a hullamok udgynevezettassiu hullamok mivel
fénysebességnél kisebb

@ _ K _
B B w/|<O+h2

v, = c>c,
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ahol felhasznaltuk a (10.105) 6sszefliggést.

Fizikailag az allits nyilvdnval6: a fazissebességzabad térben és a dielektrikumban
kialakul6 c/ JE, fénysebesség kozott kell legyen. Ez teljesul, drisz

k<B=4eK2-K <& k. (10.111)

A grafikus megoldas azzal a meglepetéssel szohgday barmely véges frekvencian csak
véges szamu modus létezik. Ezek a modusok az Ugyatvkotott hullamok. Geometria
optikai megfontolassal az itt teri@gdugarak a felszinen teljes visszédgst szenvednek és
ezért a dielektrikumon kivil a tér exponencialigasseng”.

Amint latjuk, a tér elvben tetszés szerint kikéencian is létezik. Kérdés, mekkora a tér
kiterjedése. (10.106)-bol kovetkezik, hogy kis frekcian ky és h is zérushoz tartanak,
(10.109) tehat jol kozelithét

ght=(k 1)’

osszefiiggéssel. Ezt (10.106)-ba helyettesitva éwllett ah®t tartalmazé tagot elhagyva
kapjuk, hogy

. a(l-ijtﬁz.

& C

r

Az 10.9. dbrabdl is lathatd, hogy — 0 esetén a kor az origéra zsugorodik, tehat . O
Egyszeti szamitas kimutatja, hogy/h, tehat a tavolsag, ahol a tér a hatarfellilet d6s-

géneke-ad részeére csokken, kis frekvencian nagy tavadsétiret. A sikfellleti hullamvezét
ezért kis frekvencian nem hasznalhaté, jollehetrfi@kvenciaja tetstegesen kicsi lehet.

A mddusok nem alkotnak teljes fliggvényrendszehat a tetszés szerinti gerjesztés tere
nem irhaté le csak moédusfliggvényekkel. A tovabbiamformakat beds és visszavédo
sikhullamok alakjaban kereshetjik. Ezek a hullatetiat nem TE és TM tipusi médusokat
alkotnak. A sikhullamokbol mas hullamforméak iss&@lithatok. Ezekhez a hullamokhoz
folytonos spektrum rendelléet

A gyakorlat dielektromos hullamves#ethengeres kivitdlek. Kiemelt szerepik van az
optikai tartomanyban. Legegys#bb formajuk egy homogén, dielektromos henger. Sokka
elterjedtebb az a megoldas, hogy a dielektromogédreregy beks magtol alig kilénbdg,
Kicsit kisebb térésmutat6ju koncentrikus kdpenyzvé&ériil (10.10. abra).
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10.10. abra.Optikai hullamvezét keresztmetszete

Az elrendezés a Maxwell-egyenletek alapjan tafptal, de bonyolult feladat. Mi az
egyszeii geometriai optikai megfontolasokat ismertetjuk.

A fény hullamhossza joval kisebb a szal magjanakééjénél, ezért a mag felllete
geometriai optikai szempontbodl lokalisan siknakrtgie® (10.11. abra).

S il >”°

10.11. &bra.Optikai hullamvezét hosszmetszete

A fénysugar akkor marad a mag belsejébenj haesési sz6ge nagyobb, mint a teljes
visszaveddés hatarszoge, :arcsin(no/nl). Ekkor a nyaldb végig a magban terjed. Az

irodalom altalaban kiegészié szdgét,7-t hasznélja. A jel akkor terjed a magon beliil, ha

d<g  =arc COS(&J . Egyszeiisiti a szamitast, ha bevezetjik a
n

p=1-"o
nl

max max

. : 5 Lz 1 ez
paramétert. Ezzel, tekintette) < n;relaciora,cosd, , = 1—5792 kozelitesseld ., =v24A,

mivel 9, <<1.
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A gyakorlatban hasznalt szalakte<1 , %hatd, , = O,l4rad(D 8) :

Elterjedt még a térésmutatd fokozatos cstkkenséseag kbzepét a széle felé. Ezek a
valtozé térésmagmutatoju szalak.

Uregrezonatorok

Az elektromagneses Uregrezonéator barmilyen alakti fééndoboz lehet, a legfontosabbak
kozuluk a két végen sik lappal lezart hengerégpsonalak.

Ha a cétapvonalat transzverzalis sikjdban idedlis uiadial elzarjuk, azon teljesulnie
kell a peremfeltételeknek, példaul az elektromoseriéségnek nem lehet tangencialis
komponense.

A csitapvonalmédusok tavvezetékmodelljfebazonnal kovetkezik, hogy az analog
tavvezetékeket rovidre zarjuk.

Mindkét képlél az latszik, hogy a éapvonalon halado hullam reflektalddik, a vezeték
mentén alléhullam alakul ki, amelyben a transzJeszélektromos téréisség zérus a
lezarason. Ez egyenértekazzal az allitassal, hogy a moddusfesziltségnelezardson
csomépontja van.

Mindkét képlél az latszik, hogy a éapvonalon halado hullam reflektalddik, a vezeték
mentén alléhullam alakul ki, amelyben a transzJeszélektromos téréisség zérus a
lezarason. Ez egyenértekazzal az allitassal, hogy a moddusfesziltségnelezardson
csomopontja van. A térésség-komponenselfiiggéseAsinfz + B cob z

Meg kell jegyeznink, hogy haladé hullamban a waeszélis elektromos és magneses
térelbsség-maximumok a ég&pvonal azonos helyén vannak. A fenti idedlis i@z&setén a
peremfeltételeket csak gy tudjuk kielégiteni, hanagneses tér negyed hullamhosszal
eltolodik az ebzé pozicidjahoz képest. dtben is negyed periddusnyi lesz az eltolas (lasd a
tavvezetékek allohullamat).

Ha az alléhullam barmely tovabbi csomépontjdhoaéisegy idealisan vezefémlemezt
helyeziink, azon a peremfeltételek teljestilnek #sedrendezés valtozatlan marad. Zart lGreg
belsejében meghatarozott frekvencian éealgktromagneses teret nyeriink. Ez az elrendezés
a hengeredregrezonator

Az Uregrezonator rezgési frekvencidjat a kiindul&daddus ismeretében tudjuk
meghatarozni. Allohullamok esetén & ds hosszara egész szamu fél hullamhossznak kell
esnie:

)\9
L= P (10.112)
azaz
n
B= P (10.112)
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Ag :7, (10113)
1_ o
(Ahj
ahol
g =2 (10.114)
Kem
Az Uregben mért hullamhossz
=2 2 (10.115)
2 2 2 2
3 +£ & +£
A2 T L2
innen a rezgeés frekvenciaja
C k.Y p?
w=2rS = (—m] +2 (10.116)
A Vg L

Négyszdgletes keresztmetdzétegben TE és TM modusra egyarant

2 _of M
ke,m—ﬂz(az + sz (10.117)

a két modusindexszel leirhaté sokasag. Ezt (10-(18)116)-be helyettesitve

2

A = , (10.118)
mnp 2 2 2
Jm LR
a’? b* L2
_ m2  n2 pz
(‘Omnp - \/?+F+F (10119)

harommérdt diszkrét sokasagot kapunk. A frekvencidk végtetekasaga grafikusan a
diszperziés diagrambol 10.2. 4bra hatarozhaté rae@0.11D) altal megkovetelt fazis-
tényedvel.

Mindharom médusindexet nem valaszthatjuk zérusiBkmodusoknai vagyn zérusnak
valaszthat6. A 10.12. abra a ghEliregmédus éwvonalképét mutatja. Mas iranybdl szemlélve
ez a TMiomodusnak felelne meg, ahol az eredeti terjedésyiezx tengely. Ap = 0 index
ebben az esetben azt jelenti, hogyiganyban nincsen valtozas a térkomponensekbeazEz
Uregmodus biztositja a legkisebb rezonans frekétaciott mérét iregben: ez az alaprezgés.
Téglatest alaku Uregekben a TE és Thtagvonalmodusok megkuldnboztetése 6nkényes.
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10.12. abra.A villamos vagy magneses alaprezgés hasab alakgbéme

A rezonatorok jésagi tényéjgt a falveszteségek hatarozzak meg

”a rez@ rendszerben tarolt energia reaaniafrekvenciai

Q=2 —— = : . (10.120)
a periodusid alatt disszipalt energia
Ennek jo becslése
0 DE terfogat (10.121)

o fal feliilete’

ahol 0 a behatolasi mélység. Ez a becslés a végesoképetsség falba hatold hullam
sikhullammal kozelitésén alapul.

Dielektromos rezonatorok

Felismertik, hogy dgapvonalak lezarasaval (Uregrezonatort alakitunk kinely
meghatarozott frekvenciakon rezonans rendszerkisetikedik. Hullamokat nemcsak zart
cstapvonalakkal, hanem dielektromos hullamvékkee! is tudunk iranyitani. Felvédik a
kérdés: lehet-e dielektromos hullamvébét rezonans elrendezést kialakitani?
Altalanossagban: alkalmasan kialakitott és megdfelalyagjelleméji dielektromos test tud-e
rezonatorként viselkedni?

A kérdést kiulonosen édzefive teszi az a tény, hogy nagy permittivitasu, lesatesétdy
dielektrikumok &llnak rendelkezésiinkre. A midiaalas tovabbi igényt jelent kisméiiet
konny, stabil, nagy josagi tényéiti rezgh rendszerek irant.
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A dielektromos rezonator akkor felel meg e kowaéynek, ha permittivitasa (a rezonancia-
frekvencian is) nagy(er > 30). llyen permittivasnal a dielektrikumot és a szaliacet
elvalaszto felllet kozel idedlis nyitott aramkdatigint.

Kelléen nagy permittivitds esetén ugyanis meégaheges beesésnél is kozel teljes reflexid
kovetkezik be. A

[Ho _ [Ho
= ZO _ Z\"’ = %o £ = \/g_1| =
‘ 1 (10.122)
Zy+Z, H o K \/?r+1
g Ve

£r_.oo

reflexiotényed nagy & esetén megkozeliti az egységet. Ezért azreatsli kozelités soran a
dielektrikum-leve@ hatarfellletet idealis magneses falnak tekintfik.idealis magneses fal
az idedlis vezéfelllet dudlja: az elektromos térnek csak parhuzkwmponense létezik a
fellleten, a magneses tér tangencialis komponedrsis.zEnergia a falon nem tud ataramlani,
mert a Poynting-vektornak ilyen feltételek mell@ticsen a falra méleges komponense.

Az idedlis magneses fal feltételezése hasonl@ealis fémfal feltételezéséhez. A valodi
fémfalak veszteségesek, ezért @tagvonal fellletén csekély energiadramlas van. Nagy
permittivitds esetén az energiakiaramlas a dietekrezonatorbol nem lIényegesen nagyobb
aranyu, a dielektromos rezonator josagi téfijeenem sokkal rosszabb, mint zart Gregeké.

A dielektromos rezonatorok egyik nyilvanvaléémye azonnal latszik: azonos rezonans
frekvencidhoz kisebb méretek megfélel A linearis méretek nem ferromagneses kdzeg

esetén,/&, -szer kisebbek.
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IRODALOMAJANLAS

A jegyzet targyalasa feltételezi a tuszaki egyetemek bevedetfizika tantargy
elektromagneses anyaganak ismeretét: alapfogaktekj elektrosztatika és magnességtan, a
Maxwell egyenletek integralis alakja. Szamos ilya@nkonyv kozil csak egyet idézunk:

Hudson, A. — Nelson, R: Utban a modern fizikahe241Budapest, LS| Oktatokdzpont

Mérndki alaptantargy egy Nobel-dijas fizikustol
—Feyuman, R. P. — Leighton, R. B. — Sands, M: M#idi5. — 6. kotet, 1970 Budapest,
Miiszaki Konyvkiadd

Az elektrodinamika mérnoki szemlélanhonografikus feldolgozasa:
— Simonyi Karoly: ElIméleti Villamossagtan, 2000 Buelstp (12. atdolgozott kiadas,
tarsszerd:Zombory Laszl0), Mszaki Konyvkiadd

Az elektrodinamika fizikus szemlélemonografikus feldolgozasabdl nem hianyozhat a
relativitaselmélet:
—Jackson, J. D.: Klasszikus elektrodinamika, 200dd&est, Typotex

A fizika vilaghini nagyléptéki targyaldsanak, a ,Landau-Lifsic” sorozatnak vooatk
kotetei:

Landau, L. D. — Lifsic, E. M.: EIméleti fizika

—II. Klasszikus efterek, 1976 Budapest, Tankdnyvkiado

—VIII. Folytonos kdzegek elektrodinamikaja, 1986 &wekt, Tankdnyvkiado
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FUGGELEK

Elektromagneses Sl-mértékegységek

Az Sl-alapegységek elektrodinamikaban a méterKitogramm [kg], masodperc (szekundum) [s]
mechanikai egységek mellett az aram egysége: azraid). Elektromos jelenségeknél
kénnyebb a rokon MSVA (Giorgi-)alapegyséegek hasmiaalEzek a

méter [m]
masodperc [s]
volt [V]
amper [A]
Jelolés Fizikai mennyiség Mértékegység Jele Szarmaztatasa
neve
I aramefsség amper A | alapegység
Q elektromos téltés coulomb C| Als
U potencialkilonbség volt Vv kg O 53 0OA
elektromos feszltség
E elektromos téréisség volt per méter | V| kgOm [5° OA™
m
D eltolasi vektor coulomb per C Als
elektromos fluxusiriség | négyzetméter | 112 | m?
R, Z, X | ellenallas ohm Q | VIA =kg n®$°30A2
impedancia
reaktancia
p fajlagos ellenallas ohmmeéter Qlm | kg On* B30A2
rezisztivitas
P elektromos teljesitmény watt W VA =kg mn*5°
C kapacités farad F
pac c/V :—AVB = kg T2 O A
ermittivitas farad per méter
€ P p E AlS - kg—l T A2 &
m V [
Xe szuszceptivitas (dimenzio - |-
nélkuli
G, Y, B | vezetés, adnittancia siemens S | Q' =kg I’ FOA?
szuceptencia
o vezetképesség siemens per S 1 a3 2
(konduktivitas) méter | g keI OA
B méagneses indukcio tesla T | Wb VI 2 a1
magneses fluxufisiség m . m? =kg [$70A
(63} magneses fluxus weber Wb v [§ = kg [ 5% OA™*
H magneses térésség amper per A Am?
méter m
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magneses vektorpotencidl 5
A g p dlteslal méter TIm VB—M—kgMES OA?
m m
L induktivitas henr H
Y Wb _VIS_yg e os?on
A A
u permeabilitas henry per méter H | VIS — ka On (52 OA?
m A [N
Xm magneses szuszceptilitas (dimenziotlan) - =

Alapveté allandok

Fénysebesség

c=299 792 458% 08 1802

Vakuum permeabilitasa

H
m

M, =40

Vakuum permittivitasa

£, =1 =885410% " 02 o
H,C m 367 m
Elemi toltes
e=1,60010% C

Osszetett vektoroperaciok
ax(bxc)=b(cxa) = ox(a b
ax(bx) = b{ax g - a §
div(gv) = ¢ diw +v gradp
rot(¢v) =@ rotv +gradp x v
div(uxv) = v rotu - u rotv
rot(gradg) = 0
div(rotv) =0
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div(gradg) = Ag

rot(rotv) = graddivv — Av

Descartes-féle koordinata-rendszerben

0°p 9°¢p 0%
Ag = + +
¢ x> dy* 07

(av) _0% 0%y 0%

S ay° 07

Mas koordinata-rendszerben

Av = graddivv - rot rotv

Integraltételek

[div dv =P v dA
[rovda=pvd
\J;grad¢ d/:fjw A
[rov v =P dax v
jdAxgrad¢=§¢d|
\J;¢A¢/ Y dv:ji(

[[#00+(orach)’ | o ,fa¢
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Gauss-tétel

Stokes-tétel

—j dA Green-tétel

Green-azonossag
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Hendrik Antoon LORENTZ (1853-1928),holland fizikus, Nobel-dijas

Az elektrodinamika kiemelkédtud6sa. Az elektromagneses tér jelenségeit azrefaik
mozgasaval és koélcsonhatasaval magyarazta. Elbéletéz éter még kitlintetett szerepet
kapott. Nevéheziiz6dik a specialis relativitaselmélet téwitkanszformacioja, amit réviddel
Einstein ebtt publikalt. Ezt ma Lorentz-transzformacionak naie

Gerjesztett mennyiségek

Az elektromagneses méza toltések és aramok hozzak létre, gerjesztikokAa fizikai
mennyiségek, amelyek a gerjgsmiennyiségekkel primer kapcsolatban vannak, a gggd
mennyiségek, gerjesztett vektord®: ésH. Jellemsjuk, hogy inhomogén Maxwell-egyen-
letekben szerepelnek.

rotH =J +0_D’
ot

divD = p.
Térmennyiségek

Az elektroméagneses meézrétér. Minden pontban a tér altal kifejtettvbatas jellemzi. A
Lorentz-e6 formul4jabol latjuk, hogy a mézerbhatasat ak elektromos téréisség és 8

magneses indukcid jellemzik. Ezek a térmennyiségaky térvektorok. Jellensiik, hogy
homogén Maxwell-egyenletekben szerepelnek.

rotg = —a—B ,
ot

divB =0.
Charles-Augustin COULOMB (1736-1806)francia fizikus

Hadmérnokként végzett. 1777-ben feltaldlta a terzidérleget. Ezzel igen precizios
méréseket végezve felfedezte és matematikailagalmanontttte az elektrosztatika inverz
négyzetes étorvényet. Eredményeit 1785 és 1789 kozott pulikkalollehet az inverz
négyzetes étorvényt Priestley 1767-ben mar javasolta, de nészletezte és dolgozta ki,
John Robison pedig 1769-ben megmérte (bar kiséslt&apott pozitiv €s negativ toltésre), de
nem publikalta.

Ezért a torvényt Coulomb nevéhez kotik. Tisztekettoltés Sl-egysége a coulomb.

André-Marie AMPERE (1775-1836),francia fizikus és matematikus

1820 és 1825 kozott alapvekisérleti és elméleti kutatasokat végzett a véadigen folyod
aramok magneses kolcsdonhatasardl. Négy kisérletthvadalapozta az egymasra hato
aramelemek torvényét. Felismerte a kdraram és anes&g dipolus terének hasonlésagat,
felfedezte a szolenoidot, a magneses teret létéetekercset. Egyik tanulmanyanak cimében
jelent meg eiszér az ,elektrodinamika” fogalma. Maxwell Ampéredz elektromossag
Newton”-janak nevezte.

Tiszteletére az aram Sl-egységét ampernek nevezik.
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Magneses tdltés (magneses monopolus)

Hipotetikus részecske: ,méagnes egy polussal’. Bérodern fizikai elméletek megengedik a
létezését, azt kimutatni az intenziv kutatas efiersem sikertlt 2007-ig. Ezért élink azzal a
tapasztalatnak tekintheteltételezéssel, hogy magneses toltés nem létezik.

Pierre-Simon LAPLACE (1749-1827)francia matematikus és csillagasz

A gravitaciés eftér vizsgalatahoz vezette be a gravitacios skalar potencial fogalmat
Megmutatta, hogy a skalar potencial eleget tesndadla elnevezett) parcialis differencial-
egyenletnek (olyan térrészben, ahol nincsen gilaviténeg). (1785)

René DESCARTES (1596-1650iancia filoz6fus, matematikus

Hihetetlenil mélyen hatott kora gondolkodaséara,medern filozéfia atyja” elnevezéssel
illették.

Az analitikus geometria modern megterémta derékszdg(Descartes) koordinata-rendszer
megalkotdja (1637). Bevezette a hatvanyok ma izr@s jelblését a hatvanyalap i@ls
indexeként: példauf.

Fénytani ,elmélkedései” kapcsan rjott a fenygbi@venyeére, amelyet ma Snell-Descartes-
torvénynek nevezink.

Hires filozofiai modszere a kételkedés. Blbéred a mindenki altal ismert tétel: ,,Cogito,
ergo sum.” (Gondolkodom, tehat vagyok.) A kételkedsgoran ugyanis a kételked
gondolkod¢ individuum léte nem vonhato kétségbe.

Siméon-Denis POISSON (1781-184Gjancia matematikus, geométer és fizikus

Modositotta Laplace potencialegyenletét elektrotidigssel kitoltott térre (1813). Ezzel ()
fejezetet nyitott az elméleti fizikdban az elektosmés magneses jelenségek matematikai
leirasaval.

George GREEN (1793-1841)rit matematikus és fizikus

Poisson kutatasait altalanositotta és kiterjeszt@828-ban megjelens mive: ,An Essay on
the Theories of Electricity and Magnetism” a potéleiméletek tovabbfejlesztése, bevezetve az
alapveb jelentisédi Green-fliggvenyt a peremérték-feladatok megold@&staaGreen-tételeket.

Karl Fridrich GAUSS (1777-1855),német matematikus és természettudos,
»-a matematikusok fejedelme”

Szertedgaz6 és messze haté tudomanyos tevéken§lségébk az elektromos és magneses
térre vonatkoz6 eredmeényeit emeljik ki.

Az elektromos Gauss-torvény kapcsolatot teremtelaktromos tér és a toltés kodzott.
Differenciélis formaban az egyik Maxwell-egyenldirfelel meg, és mint ilyen, a klasszikus
elektrodinamika egyik alaptérvénye, kozeli rokorsd#y a Coulomb-térvénnyel. A térvényt
Gauss 1835-ben fedezte fel, de csak 1867-ben @iialik

A magneses Gauss-torvényt inkdbb a ,magneses fiiliédya” néven emlegetjik. Szintén
az egyik Maxwell-egyenlet.
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A két torvény kdzos matematikai alapja a materadBruss-tétele (Gauss—Osztrogradszkij-tétel
vagy divergenciatétel). Ezt a tételbstor Lagrange fedezte fel 1792-ben, azutan egymasto
fuggetlendl felfedezték: Gauss (1813), Green (1883)sztrogradszkij (1831).

Tiszteletére a magneses indukcié CGS mértékegységess (G). 1G = 1tr

Feélix SAVART (1791-1841)francia fizikus

J. B. Biot-tal egyutt felfedezte a stacionariusnaraltal létrehozott magneses tér alap-
torvényét, a Biot—Savart-torvényt. Akusztikai musk#ga is ismert.

Jean-Baptiste BIOT (1774—-1862)rancia fizikus, csillagasz és matematikus

1820-ban Félix Savarttal egyutt kisérletileg iggdola Biot—Savart-térvényt, a stacionarius
aram altal keltett magneses tér torvényét. A tdyvéaplace ontotte a ma ismert matematikai
forméba.

1804-ben Joseph Gay-Lusac-kéldgballonon 5 km magassagba emelkedik és az atémaszf
tulajdonsagain kivil a Fold magneses terének vadiazmérik.

Tiszteletére az elektromos aram CGS egysége altfiiit = 333010'°A.

Georg Simon OHM (1789-1854német fizikus és matematikus

1827-ben publikalta ,Die galvanische Kette mathescat bearbeitet” cifn tanulmanyat,
amelyben ismerteti az Ohm-torvényt: a vezetékeolydif aram és fesziltség aranyosak
hasznalta fel. Tiszteletére egyenaram esetén &wr@teos impedancia, azaz az elektromos
ellendllas egysége az oh@)(

Q = V/A.
Gustav Robert KIRCHHOFF (1824-1887)német fizikus

1845-ben publikélta az Ohm-tdrvényt aramkorokreneszé Kirchhoff-torvényeket. 1848-
ban Ohm lineéris vezékre kidolgozott elméletét haromdimenzids véket alkalmazta. Az
elméletben az Ohm altal sikerrel bevezetetivelzetési analogiat hasznalta. Egyuttal
kimutatta, hogy az arameloszlas mindig olyan, hagyoule-B (disszipacid) minimalis
legyen.

Kirchhoff nevéhez ifz6dik a kis keresztmetsZgt hengeres tavvezeték matematikailag
korrekt vizsgéalata és annak kimutatasa, hogy aéeze a hullam fénysebességgel terjed (1857).

Tovabbi jelenis eredménye a szinképelemzés és alkalmazasa daAdgplatara.

Joseph Louis LAGRANGE (1736—-1813)plasz szarmazasu, francia matematikus és fizikus
A matematika kulonbdgztertletein meghatarozé eredményeket ért el. Afégganalizis és a
valbsziriség-szamitas egyik megalapozoja. A newtoni mecBhandnalitikus alapokra
helyezte (Lagrange-egyenletek).

William THOMSON (Lord Kelvin) (1824-1907), ir szarmazasu fizikus és mérnok

Jelenbs szerepe volt a 19. szazad fizikajanak alakuldsébaezette be a ,mozgasi energia”
kifejezést az addig hasznalatos ,elevaii eelyett.

© Hungarian edition Miszaki Kényvkiadé Kft., Budapest, 2008

Minden jog fenntartva. 2 3 7



Elektrodinamikaban 1846-ban publikalta az elektiatika rugalmassagtani analégian
alapulé modelljét.

Thomson kulénboztette megoéskdr a magneses téfeséget és indukciot magneses
k6zegekben. Kifejezését a magneses tér endrdsegére ma is hasznaljak. Meghatarozo
felismerése, hogy az energia térben elosztva hiabgiz el (1853).0 vezette be a
szuszceptibilitdas és permeabiliths fogalmat és dsely irta le az anizotrop magneses
viselkedést.

1853-ban irta fel az élsdében valtozo jelenségre vonatkozo ,Kirchhoff-egyésitet”.

1854-ben az akkor fiatal fizikus Maxwell hozzadolt tanacsért: hogyan kezdje el az
elektromagnesség tanulmanyozasat. Maxwellre j@&ent hatottak Thomson eredményei.

1854-ben megalkotta a tenger alatti kAbeb efedelljét. Torténeti érdekesség, hogy az
induktivitast elhanyagolta, igy mai termoldgiavalC Rvonalat irt le. Termodinamika
munkassaga szertedgaz6. Tiszteletére nevezték abszolit Bimérsékleti skala egységét
Kelvinnek.

Gyakorlati érzéke is kivalo volt. Mar a tengerttl&abelbdl meggazdagodott, de ezen
kivil szamos taldlmanyéat értékesitette.

Leydeni palack,az el$ széles kdrben hasznalt kondenzator

A fegyverzetet egy palack kidls illetve bel$ fellletére tett fémfolia alkotta. A béls
fegyverzethez a szigetelt fedélen atvezetett féodpal ebsitett lanc vezetett, a kibls
rendszerint foldeltek.

1745-ben fedezte fel van Musschenbroek, aki aelelydgyetemen tanitott és 1746-ban
kozzétette a felfedezését. Roviddéiti von Kleist német tudos (jogasz, lelkész) itetidzte
ezt a szerkezetet, de nem publikéalta. igy lettlagwezés leydeni palack.

Herman von HELMHOLTZ (182-1894), német orvos és fizikus

1847-ben kimondta az energiamegmaradas altaldnés @ mechanikai mozgasgé,hfény,
elektromossag és magnesség mind egy kozbmepjelenési formaja. Az @€1sz6 a modern
terminolégidban energia. Jelésék fiziologia felfedezései optikai és akusztika@ren
(Helmholtz-rezonator), valamint termodinamikai masgaga.

Elektromagneses eredményei kevésbé fontosak. &endézabad térben is megenged
longitudinalis elektromagneses hullamokat, amelyetk léteznek.

Tiszteletére nevezték el a kis térrészben homagégneses teret létrehozd tekercspart
Helmholtz-tekercsnek, és egy elliptikus differetaiyenletet Helmholtz-egyenletnek.

Tanitvanyai kivalé eredményeket értek el az etaltramikdban: Heinrich Hertz, A. A.
Michelson, Michael Pupin.

James Clark MAXWELL (1831-1879),skét matematikus és fizikus

Mar fiatalon is szerteagazd0 — €s eredményes — Ikt korébl kétségtelenul a
legjelentsebb eredménye a Maxwell-egyenletek megalkotasek &z egyenletek az addigi,
elektrodinamika témor megformulazasan tul Iényagdensagot is adtak hozza: megujitottak
az eltolasi aram és az igy modositott gerjeszi@siéhy bevezetésével. Ezzel Maxwell
megalkotta az elektromagneses tér mindmaig érvéfgyemmenologikus elméletét (1864
A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field).

Egyenletének kdvetkezménye az elektromagneseanmuhimely szabad térben a fény
sebességével terjed. Ennek alapjan feltételeztg, adény elektromagneses hullam.
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Jelendset alkotott termodinamikdban (kinetikus gazelmdixwell-Boltzmann-statisztika),
optikaban (szines fényképezés) és szamos mastéerile

Einstein szerint Maxwell munkassaga: ,a legmélyebiatol6é és leggyimdolcséizb, amit
a fizika Newton ota élvezett.”

Tiszteletére nevezték el a magneses fluxus CGSéggy maxwellnek (Mx).

1Mx =1G &em* =10° Wb
Tavirbéegyenletek

James Clark Maxwell, William Thomson (Lord Kelvié¥ Oliver Heaviside munkéi nyoméan
alakult ki a tAvvezetékeken terfetullam leirdsaval szolgal6 parcialis differenciglenlet.

William Thomson 1855-ben RC vezetékkel modelleztéenger alatti kdbelt. 1857-ben
Kirchhoff a hengeres vezeték mentén tefjdtullam matematikai leirasat adta.6&o6r
szamitotta ki a hosszegységred ds és C értékeket és bebizonyitotta, hogy a tesjedé
sebesség a fénysebesség.

1876-ben Oliver Heaviside publikalja a veszteségesezeték egyenleteit. A Maxwell-
egyenletekbl Henri Poincaré vezette le a tavir6-egyenleteket.

Thomson-kabel
A torzitasmentes kabelt William Thomson (Lord Kelviiszteletére nevezték el igy.
Joseph FOURIER (1768-1830francia matematikus és fizikus

Hoéaramlassal kapcsolatos matematikai problémai mégatd megalkotta a fliggvények
szinuszflggvénysoraval torterelsallitasat. A sorfejtést nem folytonos fliggvényekse
alkalmazta. Szigoru matematikai megalapozasa éadpézfeladat volt, ma azonban a
matematika altalanos analitikus modszere.

Tiszteletére nevezték el a Fourier-transzformaeidtely a nemperiodikus fiiggvényekre a
Fourier-sorfejtés megfelgke.

Ludwig LORENZ (1829-1891),dan fizikus

1867-ben publikalta fényelméletét. Ennek soran bette a retardalt potencialokat és
megmutatta, hogy a retardalt potenciédlok elegentdsa (ma rola elnevezett) Lorenz-feltételek-
nek. Ez a feltétel az aram folytonossagi egyenet@nkovetkezménye.

A feltételt gyakran — tévesen — H. A. Lorentz Aot fizikusnak tulajdonitjak.

Henrich HERTZ (1857-1894) német fizikus

Helmholtz tanitvanya volt, aki mar diakkoraban &éyitotta figyelmét az elektromagneses
jelenségekre.

1883-84-ben Kielben magantanarként részletesarintdanyozta a kor elektromagneses
térelméleteit és allast foglalt a Maxwell-elméleellett. Az akkor még igen komplikalt
egyenleteket atformulazta, Iényegében edypdh az angol O. Heaviside-del az egyenletek
ma hasznalatos formajara. Ezzel jelsen ebsegitette az elmélet elterjedését a kontinentalis
Eurdpaban. (Einstein a Maxwell-egyenleteket minkiell-Hertz-egyenleteket idézte.)

1885-ben Karlsruheban kapott professzori allast @&b6s elméleti alapozas utan
kisérletekbe kezdett az elektromégneses hullami@li¢hsara. 1887-ben sikerrel tovabbitott
elektromagneses hullamokat néhany méter tavolsagnia, 1888-ban publikalt.
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Kdzben kidolgozta a vonalsterlinearis) antenndk elméletét. Ehhez sziksége aolt
hullamhosszhoz képest igen rovid dipélus, mint €lsagarzé terének ismeretére. Az igen
rovid sugarzo dipolokat a tiszteletére nevezzikHdipdlusnak.

A frekvencia Sl-egysége: hertz (Hz). 1 hertz GKlus/s vagy egyszéen s*

John Henry POYNTING (1852-1914)angol fizikus

1884-ben publikalta a kékb rdla elnevezett Poynting-tételt, amely az etwktigneses
energia mérlegegyenlete. A tétdltkdvetkezik, hogy az elektromagneses energiadsamla
teljesitménysriisége a Poynting-vektorS=ExH . A korabeli fizikusok kozil sokan
osztottak azt a feltevést, hogy az elektromagnesesgiat az aram viszi magaval (mint egy
cBben aramlé folyadék). A Maxwell-elméletben egyémiel hogy az energiaaramlas is a
térben torténik, és egysteiormuléval kifejezhet.

Izotrépia

Az izotropia jelentéseminden iranyban egyformad gordg sz6 aiso (egyend) éstroposz
(irany) szavak dsszetétele. Elektrodinamikabanzadsdzotropiaja azt jelenti, hogy tulajdonséagai
flggetlenek a térésség, illetve a hullamterjedés iranyataol.

Fénysebesség

A fénysebesség ma elfogadott értéke vakuunaarz99 792 458 m/s. Ez az érték természeti
allando. Ezért a hossz és ad idgysége kozul csak az egyiket kell definidlunknpasik
szarmaztatott mennyiség. Ma mikrofizikai alapon idé egységét a masodpercet [s]
definialjak, és a méter [m] az a tavolsag, amelydeny 1/299 792 458 masodperc alatt
megtesz.

A fénysebesség definicidjat Bay Zoltan javasol&Stben, amit 1983-ban fogadott el a
Sulyok és Mértékegységek Nemzetkozi KonferencidazBban a 17. llésen. Egyidlejg a
méter definiciojat ezzel koherensen allapitottak.me

Willebrord SNELL (latinosan: SNELLIUS) (1580-1626),holland csillagasz és matematikus
1621-ben fedezte fel az optikai toréstorvényt, angetriai optika egyik alaptorvényét.
Eletében nem publikalta. R. Descartes a torvésgtftiggetlentl ismét felfedezte és 1637-ben
publikalta. Ezért a torvényt altaldban kettejuk éeat jelolik.

David BREWSTER (1781-1868)skot tudoés, feltalélo és ird

Optikai eredményei kdzll legismertebb a polarizéeftexidval és refrakcioval (fénytoréssel)

€s a ketis tore§ kristalyok felfedezése. A kaleidoszkép és a lemcseétereoszkop
felfede®je.
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Augustin-Jean FRESNEL (1788-1827)rancia fizikus

A hullamoptika jeleris alakja. A diffrakci6 matematikai elméletének nlagéodja.
Felfedezései kozll legismertebb a Fresnel-lencaelyakis fokusztavolsaga ellenére kofiny
és keskeny, ezért a vilagitotornyokban napjainkisghalatos.

Radiotechnikdban is hasznaljdk a Fresnel-zonalf@ga A zonan bellli objektumok
reflexidja jelensen rontja az atvitel méségét.

Helmholtz-tétele

A vektoranalizis alaptétele. A tétel allitasa: bélyrelegenden sima és a peremeken (illetve
a veégtelenben) €lhé vektortér felbonthaté egy rotaciomentes és egylespidalis
(divergenciamentes) vektortérre.

Joseph HENRY (1797-1878amerikai fizikus

Az Albany Academy tanaraként elektromagnesekkdbfkgzott. E munka koézben felfedezte
az onindukcio jelenségét, egylten Faraday-jel. Munkajat azonban jovalddds publikalta,
igy Faraday-hez kotik a felfedezést. Megeréfpidszerdk megosztjdk a két fizikus kdzott az
onindukcio és a kélcsonds, illetve mozgasi indukeltedezéseit.

Tiszteletére az induktivitds Sl-egységének elnésezhenry

Franz Ernst NEUMANN (1798-1895) német fizikus, matematikus, mineralégus

Fizikdban Idtannal, optikaval és elektrodinamikaval foglalkdzdt845 és 1847 kozott e
terllettel foglalkozé publikaciésorozata a Maxwelbtti elméleti elektrodinamika egyik
csucsteljesitménye. Az elektromagneses indukci§galata soran megalkotta a kdlcsbénos
indukcios egyitthatd Neumann-képletét.

Carl Gottfried NEUMANN (1832-1925), német matematikus, Franz Ernst Neumann fia

Az elméleti fizika kiemelkedl mivelsje. Elsisorban potencialelmélettel foglalkozott. Ezen a
terlileten vezette be a rola elnevezett peremfiltétievéhez dizédik a Neumann-sor, a
meértani sor altalanositasa operatorokra, ami aegrategyenletek megoldasanak egyik
eszkoze.

Johann Peter Gustav Lejeune DIRICHLET (1805-1859német matematikus

A modern flggvényfogalom egyik megalkotéja. A mattika szamos agaban alkotott
maradandot, kulonésen szamelméletben, valGsegelméletben, differencialegyenletek
elméletében. UtébbihoziZédik a Dirichlet probléma: az egyenlet olyan megeétéak
megkeresése, amely a peremekéirte¢rteket vesz fel.

Konzervativ erétér
Olyan eftér, amelyben a zart Gton végzett munka zérus. A atat bejaré részecske

energiaja nem valtozik, innen az elnevezés. Tipkarszervativ gitér az elektrosztatikus tér
€s a gravitacios ter.
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Michael FARADAY (1791-1867),angol fizikus és kémikus

Autodidakta természettudds, ,a legnagyobb kisé&téte Matematikaban nem képzett,
eredményeinek értelmezésében a szemléletesséyzell® vezette be az évonal fogalmat
az 4ltala felfedezett elektromagneses indukcio mdpatara. Ez a felfedezés teremtette meg
a modern elektrotechnika alapjait.

Felfedezte a Faraday-effektust: a fény polarizic&lkja magneses térben (egyes
anyagokban) elfordul.

Elektrokémikusként megalkotta az elektrolizis &nyeit. Felfedezte a benzolt és a kloért.

Nevét viseli a kapacitas Sl-egysége, a farad nvialaa Faraday-allandd, egy mol elektron
toltése, kb. 96500 C/mol.

Albert EINSTEIN (1879-1955),német szarmazasu elméleti fizikus

A relativitaselmélet ,atyja”. A fényelektromos ellagé (fizikai Nobel-dij, 1921)

kifejlesztésével bebizonyitotta, hogy a fény kvambkban terjed. Az elektrodinamikara,
statisztikus mechanikara, kozmoldgiara és kvantzik#ra gyakorolt alapvéthatdsa miatt

sokan a 20. szazad legnagyobb tuddsanak tartjak.

Diszperzi6

Az a jelenség, amikor a szinuszosfithggési hullam terjedési tulajdonsagai, &srban
fazissebessége fliigg a frekvenciatél. A diszperziddraényeképpen a sok frekvenciat
tartalmazo hullamcsomag torzul a terjedés soranmarlzus alaku jel altalaban szélesedik
(id6ben meghosszabbodik).

Oliver HEAVISIDE (1850-1925),angol villamosmérndk, matematikus, fizikus

Bevezette a szinuszos gerjesitékektromos aramkorok komplex szamokkal tostéxirasat,
az operatorszamitast (ma Laplace-transzformaciolsémerjik), Gjraformulazta a Maxwell-
egyenleteket.

El6szor irta fel a taviro-egyenleteket.

Megjosolta a Heaviside réteg (E-réteq) létezésérmoszféraban.

Kiemelked) szerepe volt a vektoranalizis kialakitasaban léa$enalasaban.

Szamos kifejezés megalkotdja, egyebek kozott: dapeia, admittancia.

Leonhard EULER (1707-1783), wajci szarmazasu, Szentpétervaron és Berlinbenodolg
matematikus.

Rendkivil termékeny tudos, aki a matematika saiatamennyi agat magas szintefivalte.
Szamos felfedezés, tétel és eljata®dik a nevéhez. Kivalo fizikus is volt.

George Gabriel STOKES (1819-1903)r szarmazasu matematikus és fizikus

Jelents eredményeket ért el folyadékmechanikaban, opiké@ls matematikai fizikdban.

Nevehez iizédik a Navier—Stokes-egyenlet, a viszkbzus aramlasegyenlete. A nagy
cambridge-i ,természetfilozofus” tri6 (Maxwell ésidam Thomson <Lord Kelvin> a masik
kettd) legidésebb tagja, aki kulonésen nagy hatassal volt aléibb generaciora. Jeléat
hatdssal volt Maxwell-re is az elektrodinamika b@tinamika modellel tortént
megalapozaséaban.
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Nevétorzi a viszkozitds CGS egysége.

Réla nevezték el a matematikai-fizika egyik intdgrdukcios tételét, bar azéskor egy
W. Thomson altal Stokes-nek irt levélben szeregelhevét végll is Ugy szerezte, hogy
Stokes a tétel bizonyitasat feladatnékie ki egy tanulmanyi versenyen. (Nincs informacio,
hogy sikertlt-e barkinek is a bizonyitas.)

© Hungarian edition Miszaki Kényvkiadé Kft., Budapest, 2008

Minden jog fenntartva. 243



M(iszaki Kbnyvkiadd Kft. telefon: (06-1) 437-2405
77 .1y V4 1033 Budapest, Szentendrei it 91-93. fax: (06-1) 437-2404
B Mdiszaki Kiado

e-mail: vevoszolg@muszakikiado.hu www.muszakikiado.hu

© Hungarian edition Miszaki Kényvkiadé Kft., Budapest, 2008

Minden jog fenntartva. 244



